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摘要 

本文探討承受簡諧外力激振條件下壓電材料樑結構，

由操作變形振型之量測進而發展模態振型預測模式。首先

壓電材料樑結構理論分析求得操作變形振型並發展一模態

振型預測模式，將所得到壓電材料樑結構於共振激振與非

共振激振狀態下之操作變形振型，代入預測模式進行曲線

嵌合即可得到結構的模態振型，由模態振型預測模式可合

理地求得壓電材料樑之模態振型，亦有助於操作狀態下之

實驗模態分析進行。由共振激振及非共振激振結果顯示，

壓電材料樑之操作狀態下可由預測程式得到良好之模態振

型預測，改善了結構必須於靜止狀態之模態測試技術。 

 
一、前言 

壓電轉換器有著靈敏度高、質量輕、便宜、且方

便使用之特性[1]，由壓電材料取代傳統加速度計亦為

另一研究之課題，由彭[2]對壓電材料之介紹，瞭解某

些結晶材料受到了極化以後便有著壓電效應，而正壓

電效應便是施加應力，材料會有電荷輸出，反之則稱

為逆壓電效應。Matsuzaki[3]說明現今太空結構及次結

構也是利用壓電材料進行振動控制，可以透過數值或

實驗分析之方法來進行，未來還可以應用於微機電系

統之領域。 

實際結構當中，其結構往往處於操作狀態下，因

此，操作狀態下之實驗模態分析是現今研究課題之

一，Johansen and Madsen[4]與 Hermans et al.[5]提出操

作狀態下之實驗模態分析還可以表現實際結構在操

作狀態下之真正動態特性。Herman and Hermans[6]提

出應用操作狀態下之量測應用於航空、橋樑、車輛，

透過及時操作量測進行健康監測及破壞檢測會有效

率，同時也可以反應出結構實際特性。 

Wang[7]提出操作變形振型(operational deflection 

shape, ODS)理論預測模式，針對多自由度彈簧質塊系

統進行操作變形振型預測，驗證了應用理論預測模式

得到自由度彈簧質塊系統模態振型之適用性，胡[8]

利用一實際多自由度彈簧質塊系統行操作變形振型

量測，並將所量測得到之操作變形振型資料帶入預測

模式，確實地得到多自由度彈簧質塊系統之模態振

型。吳[9]由離散多自由度系統延伸至連續樑結構，並

進行樑結構之操作變形振型量測，並修改 Wang[7]之

多自由度理論模態振型預測模式，進一步發展為應用

樑結構之操作變形振型來進行樑結構之模態振型預

測。 

本文目的為所發展一壓電樑結構於作業狀態下

由操作變形振型預測模態振型之模式，並驗證研究其

預測模式之可行性及適用性，未來可用於操作狀態下

之量測依據，並可用於其他操作狀態下之結構。 

 
二、理論分析 

2.1自由振動分析 

考慮一樑結構長度為 bL，可得到其系統運動方程

式如下： 
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其中， bE 為樑之楊氏係數， bI 為截面積慣性矩，w為

樑之側向位移， bC 為懸臂樑的阻尼係數， bρ 為樑的

密度， bA 為樑的截面積。 

考慮自由振動，因此令外力為零及忽略阻尼之影

響並假設系統之位移響應如下： 
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對應之模態振型函數為 
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2.2壓電薄膜方程式 

考慮一矩形壓電薄膜感應器如圖 1所示，黏貼於

樑之表面，其壓電薄膜之形狀函數(shape function)可

表示為： 

( ) ( ) ( )ipip xxuxxux 21 −−−=Γ  (6) 

其中， ( )xu 為步階函數(step function)， ipx 1 及 ipx 2 分

別為第 i個壓電薄膜之兩端位置座標，壓電薄膜感應

方程式： 
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其中， bt 為樑之厚度， pt 為壓電薄膜之厚度， pb 為壓

電薄膜之寬度， 31e 為壓電場強度常數(piezoelectric 

field intensity constant)。所以將式(6)代入式(7)，可得： 
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又因壓電薄膜有類似其電容之效應產生，所以壓電薄

膜之電壓為： 
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其中， ( )tVp 為壓電薄膜之電壓， ( )tq p 為壓電薄膜之

電量， ε 為壓電薄膜之電容係數(permittivity)， pA 為

壓電薄膜之面積。 

 

2.3簡諧分析 

當在結構座標 jxx = 受簡諧外力作用時，其外力

的型式可寫成如下式： 

( ) ( ) ti
jj

sexxFtxf ωδ −=,  (10) 

其中， jF 為簡諧外力大小， jx 為外力作用位置， sω

為簡諧激振頻率。由於輸入為簡諧激振，所以輸出亦

為簡諧響應，利用擴充原理可假設系統位移響應如

下： 
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經由數值疊代可解得： 
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令 jx 為第 j個簡諧外力 jF 作用之位置，在 ix 之位置

時，其系統之響應如下： 
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因此，懸臂樑結構令 ixx = 為簡諧力 jF 作用於時

jxx = 之簡諧力輸入之位移響應，則頻率響應函數如

下式： 
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令 jx 為第 j個簡諧外力作用之位置，在 ipx 1 、 ipx 2 之

位置時，其壓電薄膜電壓輸出之頻率響應函數如下： 

j

P
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令
ipx 為第 i壓電薄膜中點位置座標， pl 為壓電薄膜之

長度，
21
p

pp

l
xx

ii
−= ，

22
p
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l
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+= 。所以壓電薄膜

電壓輸出之頻率響應函數通式如下： 
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( )j
f

r xφ 為點力之特徵函數，其物理意義為懸臂樑之位

移振型， ( )
jp

p
r xφ 為壓電薄膜感應之特徵函數，其物

理意義為壓電薄膜兩端斜率差振型。 

欲求樑之操作變形，令 ( ) ( ) ti
sip

seVtV ωω= ，因此，

壓電薄膜電壓輸出響應可以改寫成如下： 
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其中， 
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( ){ }sV ω 即是一系統受簡諧外力激振下之壓電薄膜操

作變形振型。經由壓電薄膜之頻率響應函數、電壓輸

出響應及簡諧外力激振，可以得到系統輸入及輸出之

關係： 

( ){ } ( ) ( ){ }ωωω FHV
ji fp ][ ,=  (21) 

 

2.4由 ODS求取模態振型 

圖 2為由操作振型變形求得模態振型之示意圖，

當系統結構受到一簡諧外力激振時，其結構之輸出響

應亦為簡諧響應輸出，由式(21)可得知，系統之電壓

輸出響應由頻率響應函數和簡諧外力之乘積可得，而

系統之自然頻率及阻尼比可由一次頻率響應函數量

測求得。在假設已知之簡諧外力作用下，只要得到操

作狀態下之結構電壓輸出響應，便可由預測模式得知

其智慧型結構之電壓振型輸出。在本文中 rω 及 rξ 可
由一次頻率響應函數量測求得，簡諧外力為固定位

置，所以 jF 、 sω 及 ( )j
f

r xφ 均為已知，因此， ( )siV ω 實

為 ( )
jP

P
r xφ 之函數。本文中假設可由 ODS 量測而得知

系統之 ( )siV ωˆ ，透過模態振型之預測程式得到一適當

之模態振型，使預測之 ( )siV ω 與實驗量測之 ( )siV ωˆ 能

夠相吻合。 

如圖 3 所示，本文透過多項式曲線嵌合

(Polynomial fit)之方式求得結構之模態振型，並假設

多項式函數為 p 個分格點， x 座標值分別為
pxxxx ~,~,~,~

321 ⋅⋅⋅ ， 第 r 個 模 態 振 型 值 相 對 應 為

pryrr yyyy ,3,2,1, ,, ⋅⋅⋅ ，因此，可得到多項式函數表示式： 
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q
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p
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其中， q為多項式之次方項， qra , 為第 r個模態振型

所對應之多項式函數係數， qra , 可透過 px~ 及 pry , 之曲

線嵌合得知，因此，第 r個模態振型值可由任意 x代

入式(22)得知。以實際 ODS實驗量測而言，實驗量測

點為 mxxxx ,,, 321 ⋅⋅⋅ ，其中，m為實驗之量測點數，

並代入相對應之位置即可求得結構之模態振型。透過

式(22)可知會有 pr× 個設計變數，為了簡化其設計變

數，首先由少數點之設計變數 sry , 進行，可繪出模態

振型之相關點數資料，再透過多項式函數曲線之方法

進行處理使其曲線平滑化，最後透過最佳化產生預測

所得之模態振型，示意圖如圖 4，表示式如下： 

∑
=

==
N

q

q
iqririr xax

0
,,)( φφ  (23) 

由前述可知透過實驗所得之 ODS亦即 )(ˆ
siX ω 進行預

測，可得到預期之 )( siX ω ，再透過多項式曲線嵌合之

預測程式以求得模態振型，因此，便形成一最佳化[4]

問題如下： 

☉目標函數(Objective Function)： 
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☉設計變數(Design Variable)： 

sry , nr ⋅⋅⋅= 3,2,1， ， ps ⋅⋅⋅= ,3,2,1  (25) 

☉限制條件(Constraints)： 

{ } ( )( )[ ] srMAC sr =≤− ,01, φφ  (26) 

{ } ( )( )[ ] srMAC sr ≠≤ ,0, φφ  (27) 

在最佳化問題解析中，目標函數之 ( ){ }siX ωˆ 為實驗所

得之 ODS， ( ){ }siX ω 則為預測所得之 ODS，透過

( ){ } ( ){ }sisi XXMAC ωω ˆ, 為 1 以確認預測所得之 ODS

與實驗所得之 ODS形狀之相似。設計變數為 sry , ，其

中 nr ,,3,2,1 ⋅⋅⋅= ， ps ,,3,2,1 ⋅⋅⋅= 對應為第 r模態第 s格
點之數值，並透過多項式曲線嵌合求得 ( )xrφ ，最後

由目標函數為最小化進而預測得知其 ODS。限制條件

為透過模態振型呈現正交化之特性進行，使預測之相

同模態振型正交值為 1，不同模態之模態振型正交值

為 0，以預期能預測出正確之模態振型。在模態振型

排序方面，由於各個模態之振型可較容易分辨，因此

在預測程式中便沒有給定模態振型排序之限制條件。 

 

三、ODS預測模態振行數值模擬 
整個預測模式流程圖如圖 5所示，以下針對預測

程式各個步驟進行說明： 

1. 預測程式開始。 

2. 各項參數設定： p為多項式曲線嵌合格點數，N為

多項式曲線嵌合次方數，m為量測點數， n為模

態數。 

3. 給定預測起始值 sry , 。 

4. 將起始值 sry , 及 p個曲線嵌合格點數代入多項式

曲線嵌合表示式 ( ) ∑
=

=
N

q

q
qrr xax

0
,φ ，透過多項式曲線

嵌合可得 rφ 之多項式函數。 

5. 將對應m個量測點之 x值代入多項式函數，以求得

模態振型值， ( )mrmr xφφ =, 。 

6. 給定上下限並將步驟5所得之模態振型代入最佳化

程式，可得 sry , 。 

7. 將 sry , 及 1x , 2x ,…, px 再代回多項式曲線嵌合

( ) ∑
=

=
N

q

q
qrr xax

0
,φ 即可求得預測之模態振型。 

8. 程式結束。 

 

整體模態振型預測程式中以多項式曲線嵌合格

點數 p，多項式曲線嵌合次方數 N 為影響之主要因

素，以固定格點數 p而言，曲線嵌合次方數 N數值太

小會造成預測之振型與實際結構之模態振型有形狀

上差異，若固定曲線嵌合次方數 N而改變曲線嵌合格

點數 p，則會因 p值過小造成曲線嵌合所得之模態振

型和實際之模態振型在形狀上有較大之差異性，因

此，選擇 p及 N為一重要課題，當 p大於 14及 N大

於 8時，預測所得之模態振型會有跟實際模態振型形

狀相似且誤差較小之特性，因此，參數設定可以依此

為依據進行。 

 

四、結果與討論 
4.1理論驗證分析 

（一）第 1模態共振激振， =sf 16.6Hz 1f≈  

(1) 由圖 6(a)知道理論與預測之 ODS 振型形狀

極為相似，圖 6(b)為預測所得之模態振型，

其形狀與理論分析所得之形狀相當吻合。 

(2) 由表 1(a)之 MAC 比對得知對角線直均趨近

於 1，非對角線於趨近於 0，由表 1(b)之MSF

之對角線最大為 1.0060，顯示預測振型最大

為 0.6﹪之誤差。 

（二）第 2,3模態間之非共振激 =< sff 2 202Hz 3f<  

(1) 由圖 7(a)得知理論與預測之 ODS 振型形狀

極為相似，圖 7(b)為預測所得之模態振型，

其形狀與理論分析所得之形狀有良好之吻

合性。 

(2) 由表 2(a)之 MAC 比對得知對角線直均趨近

於 1，非對角線於趨近於 0，表 2(b)之 MSF

顯示預測振型為第 1模態比對誤差 0.33﹪，

第 2模態比對誤差 0.12﹪。結果顯示模態振

型之正交性及一致性。 

綜合以上共振與非共振激振狀態下，由 ODS 預
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測模態振型之理論驗證分析，可以得知由 ODS 預測

模態振型有其可行性，且不論共振或非共振激振均

可。而模態振型之正確性，除節點處數值小而有較大

之相對誤差外，模態振型在各點預測之誤差在 ± 3-5%

以內，由MAC及MSF比對可知預測之模態振型仍有

良好之形狀吻合及正交特性。 

 

4.2實驗驗證分析 

（一）第 2模態共振激振， =sf 107Hz 2f≈  

(1) 由圖 8 知道實驗與預測之 ODS 振型形狀極

為相似，但有些許比例上之誤差產生。圖

9(a)-(d)為預測所得之模態振型，除第 1模態

比對較差外，其預測之模態形狀與實驗分析

所得之形狀相當吻合。 

(2) 由表 3(a)之 MAC 比對得知對角線值除第 1

模態為 0.77 其餘模態均為 0.94 以上，非對

角線均趨近於 0。由表 3(b)之MSF之對角線

值除第 1模態及第 2模態比對較差外其餘均

趨近 0.97以上。最大誤差為 38%，可知預測

之模態振型有良好之吻合性。 

（二）第 3,4模態間非共振激振， <3f =sf 410Hz 4f<  

(1) 由圖 10知道實驗與預測之 ODS振型，其形

狀極為相似，但比例上有些許誤差產生。圖

11(a)-(d)為預測所得之模態振型，由於實驗

ODS與預測部分比對不佳，導致其預測之第

1 模態及形狀與實驗分析所得之形狀吻合不

佳，其餘模態比對良好。 

(2) 由表 4(a)之 MAC 比對得知對角線值均為

0.87 以上，非對角線均趨近於 0。由表 4(b)

之 MSF 之對角線值除第 3 模態比對為 0.61

外，其餘均趨近 0.83 以上。最大誤差為

39%，可知預測之模態振型有良好之吻合性。 

由實驗驗證由 ODS 預測模態振型，分別探討共

振激振與非共振激振狀態下之模態振型預測，其共振

激振與非共振激振狀態下，均可得到適當之模態振型

預測；且模態振型預測誤差原因，在靠近節點處因為

振幅數值小，而有較大之相對誤差，整體 MAC 及

MSF則仍不錯，最大在 40%誤差以內；最後預測模態

振型如要準確，則 ODS 實驗量測品質亦應有一定可

靠性。 

 

五、結論 
本文應用壓電材料樑結構於簡諧外力激振條件

下，由操作變形振型之量測進而發展模態振型預測模

式，其結論主要如下 

1. 成功的以數值分析程式撰寫由壓電材料樑之操作

變形振型預測模態振型程式，並以壓電懸臂樑結

構進行驗證分析。 

2. 由壓電材料樑之數值模擬分析，證實由操作變形

振型求取模態振型之可行性，且在共振激振或非

共振激振狀態下，均能透過預測程式求得壓電樑

之模態振型。 

3. 由實際實驗 ODS代入模態振型預測程式以預測

模態振型之實驗驗證分析，在共振激振及非共振

激振狀態下，進行由操作變形振型預測壓電樑之

模態振型，以驗證模態振型預測程式之適用性及

正確性。 
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Determination of Structural Mode 
Shape for Piezoelectric Beam in 
Harmonic Operating Condition 

 
Bor-Tsuen Wang, Po-Hung Chen 

Department of Mechanical Engineering 
National Pingtung University of Science and 

Technology 
 

Abstract 
This paper presents the mode shape prediction 

model from operational deflection shape(OD). For the 

cantilever beam adhered with PVDF sensors in harmonic 

excitation condition, the vibration analysis of the 

piezoelectric beam is first introduced to derive its ODS. 

The mode shape prediction model is then developed. The 

ODS of the piezoelectric beam can be numerically or 

experimentally obtained and input to the prediction 

program. Results show that the structural mode shapes 

can be satisfactorily predicted for both on-resonance and 

off-resonance excitation conditions, respectively. This 

work improves the conventional modal testing technique 

that requires the structure in static. The structure can be 

performed experimental modal analysis in harmonic 

excitation condition as well. 

 

Key words: harmonic excitation, operational deflection shape 

(ODS), piezoelectric beam, mode shape. 

 

表 1、第 1模態共振激振下之理論與預測振型 

(a)MAC 
   預測
理論 Mode 1 Mode 2 Mode 3 Mode 4

Mode 1 0.9998 0.0000 0.0000 0.0001
Mode 2 0.0000 1.0000 0.0001 0.0001
Mode 3 0.0000 0.0001 1.0000 0.0002
Mode 4 0.0000 0.0002 0.0002 1.0000

(b)MSF 
   預測
理論 Mode 1 Mode 2 Mode 3 Mode 4

Mode 1 1.0060 -0.0007 -0.0004 -0.0003
Mode 2 -0.0214 0.9995 -0.0033 -0.0022
Mode 3 -0.0398 -0.0234 0.9992 -0.0071
Mode 4 -0.0108 -0.0676 -0.0267 1.0002 

 

表 2、第 2,3模態非共振激振下之理論與預測振型 

(a)MAC 
   預測

理論 Mode 1 Mode 2 Mode 3 Mode 4

Mode 1 0.9999 0.0000 0.0000 0.0001 
Mode 2 0.0000 1.0000 0.0001 0.0001 
Mode 3 0.0000 0.0001 1.0000 0.0002 
Mode 4 0.0000 0.0001 0.0002 1.0000 

(b)MSF 
   預測
理論 Mode 1 Mode 2 Mode 3 Mode 4

Mode 1 0.9967 -0.0008 -0.0004 -0.0003
Mode 2 -0.0305 1.0012 -0.0033 -0.0022
Mode 3 0.0036 -0.0301 0.9995 -0.0073
Mode 4 -0.1269 -0.066 -0.0263 1.0002 
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表 3、第 2模態共振激振下之實驗與預測振型結果 

(a)MAC 
預測 

實驗 Mode 1 Mode 2 Mode 3 Mode 4

Mode 1 0.7777 0.0005 0.0165 0.0877
Mode 2 0.0333 0.9460 0.0042 0.0008
Mode 3 0.0012 0.0095 0.9713 0.0051
Mode 4 0.0000 0.0002 0.0005 0.9478

 (b)MSF 
預測 

實驗 Mode 1 Mode 2 Mode 3 Mode 4

Mode 1 0.6843 0.0030 -0.0096 -0.0101
Mode 2 0.6803 0.6287 0.0231 0.0046
Mode 3 0.3675 0.1819 1.0197 0.0338
Mode 4 0.1204 -0.0505 0.0486 0.9795

 

表 4、第 3,4模態非共振激振下實驗與預測振型結果 

(a)MAC 
預測 

實驗 Mode 1 Mode 2 Mode 3 Mode 4

Mode 1 0.8708 0.0034 0.0091 0.0625 
Mode 2 0.0115 0.9252 0.0106 0.0001 
Mode 3 0.0055 0.0001 0.8620 0.0036 
Mode 4 0.0005 0.0000 0.0338 0.9027 

(b)MSF 
預測 

實驗 Mode 1 Mode 2 Mode 3 Mode 4

Mode 1 1.0692 0.0105 -0.0045 -0.0098
Mode 2 0.5909 0.8324 0.0234 0.0022 
Mode 3 -1.1854 0.0285 0.6108 -0.0329
Mode 4 -0.7927 0.0162 0.2577 1.1077 
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圖 1、懸臂樑之理論分析示意圖 
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圖 2、模態振型預測示意圖 
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圖 3、 ( )xP
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圖 4、 P
Pr i,φ 模態振型示意圖 
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圖 5、預測模式撰寫流程圖 
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(a)理論與預測之 ODS振型 (b)預測所得之振型 

圖 6、理論與預測之 ODS振型比較與預測所得之振型 
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(a)理論與預測之 ODS振型 (b)預測所得之振型 

圖 7、第 2,3模態非共振激振下 ODS與預測之振型圖 
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圖 8、第 2模態共振激振下之實驗與預測 ODS振型圖 
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(a)第 1模態   (b)第 2模態 
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(c)第 3模態   (d)第 4模態 

圖 9、第 2模態共振激振下之實驗與預測振型圖 
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圖 10、第 3,4模態非共振激振下實驗與預測 ODS振型圖 
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(a)第 1模態   (b)第 2模態 
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(c)第 3模態   (d)第 4模態 

圖 11、第 3,4模態非共振激振下之實驗與預測振型圖 
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