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摘要 

  自行車行駛於路面之模擬分析需要有適當之動態

分析模型，本文發展一個自行車之對稱動態模型，以模

擬行駛於凸起路面之分析，並探討數學模型化之假設，

以能合理建構自行車數學模型，接著基於此數學模型，

可據以建立自行車之有限元素模型，俾於有限元素分析

軟體應用。首先分別進行自行車於自由邊界與放置於地

上及有無騎乘者之模態分析，可求得並比較其振動模態

特性之差異。另外，也探討自行車行駛於半正弦波凸起

路面之暫態響應分析，以求得不同行進速度下之座位與

輪胎位移，以及車架結構應力。結果顯示，車速愈快則

系統之各項響應就愈大。本文探討自行車行駛狀況之模

態分析，特別考慮了半正弦波凸起路面，也完整探討自

行車之模態特性，所發展之自行車動態模型與有限元素

模型，未來經實驗驗證也可應用於其他響應分析。 
關鍵詞：車輛動態模型、模態分析、暫態響應分析 
 
變數符號表 

A 車架管件斷面截 
面積(m2)

 
2 2( )

4
A D dπ
= −

 

mtr 後輪胎之質量(kg) 

u x 方向位移(m) 

cs 座 位 之 阻 尼 係 數

(N-s/m) 
V 車速(m/s) 

ctf 前輪胎之阻尼係數

(N-s/m) 
v y 方向位移(m) 

ctr 後輪胎之阻尼係數

(N-s/m) 
Y 半正弦波之 

位移振幅(m) 
D 車架管件外徑(m) y(x) 半正弦波之空間域 

 車架管件內徑(m) yf 
(t) 

前輪胎之凸起 
路面位移輸入(m) 

E 車架楊氏係數(N/m3) T0 正弦波之週期(sec) 
I 車架管件截面慣性力

矩(m4)
 

4 4( )
64

I D dπ
= −

 

θz z 方向旋轉(N-m) 

τ 前後輪距之 
時間差(sec) 

ks 座 位 之 彈 簧 常 數

(KN/m) 
下標符號： 

ktf 前輪胎之彈簧常數

(KN/m) 
b 騎 乘 者 (human 

body) 
ktr 後輪胎之彈簧常數

(KN/m) 
bh 騎乘者於手把之 

位置(body handler) 
  p 位置(body pedal) 

  下標符號(續)： 
Lw 前、後輪輪距(m) bs 騎乘者於坐位之 

位置(body seat) 
LF 車架樑之長度(m) F 車架(Frame) 
mb 騎乘者質量(kg) f 前輪(front) 

mbh 騎乘者於手把 
配重(kg) 

h 手把(handler) 

mbp 騎乘者於踏板 
配重(kg) 

p 踏板(pedal) 

mbs 騎乘者於座位 
配重(kg) 

s 座位(seat) 

mh 手把質量(kg) r 後輪(rear) 
mp 踏板質量(kg) t 輪胎(tire) 
ms 座位質量(kg) tf 前輪胎(front tire) 
mtf 前輪胎之質量(kg) tr 後輪胎(rear tire) 
 
1. 前言 
  在節能環保的風潮下，各式各樣低油耗或免油耗的

交通工具，就成為越來越多人的代步選擇，所以自行車

行駛於各種不同路面狀況之舒適性需求也跟著提高，因

此 ， 可利 用電 腦輔 助工 程 分析 (Computer Aided 
Engineering, CAE)技術，探討自行車行駛於路面之模擬

分析，並能夠有效獲得此自行車結構之位移變形量和應

力情況。 
在王與吳[1]建立單自由度振動系統有限元素分析

方法，在典型振動四種分析包括模態分析、簡諧響應分

析、暫態響應分析、頻譜響應分析，並建構有限元素模

型，以分析軟體求解與理論分析所求得之解互相比對，

可作為車輛動態系統之參考。王等人[2]建立一全聯結車

動態模型，以有限元素方法建立對應之有限元素模型，

並推導其運動方程式，可發現分析結果與理論分析結果

是相吻合的，所建構之動態模型與其分析步驟，可提供

相關之車輛動態分析之參考。王[3]利用四分之ㄧ車體與

一半車體及全車體的數學模型，探討陸地行駛品質分析

之方法步驟與流程針對單自由度與多自由度振動問題

解析整理，有助於車輛行駛品質分析之參考依據。本文

則模擬建立一自行車之數學模型以能探討行駛於凸起

路面之響應分析。 
胡等人[4]提出利用有限元素之方法，透過實驗模態

分析來驗證有限元素分析模型，來確認分析之合理性及

正確性，藉由此法可以暸解車體結構振動特性分析，進

而改善車體結構強度。林等人[5]提出車輛之轉向安全

性，主要改變懸吊系統之相關參數，對於車輛轉向安全
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性的影響，也探討車輛行進時，會因為車輛之重心、懸

吊系統及不同路面狀況之改變而發生變化，故針對懸吊

系統參數加以探討。 
胡等人[6]應用 CAE 技術，分析探討整車翻覆時與

地面碰撞後所產生之結構變形、應 力應變以及應變能的

分佈情形，並探討車身有無地枕結構、以及整車含乘客

質量的影響，發現加入地枕有利於分攤結構碰撞的內

能，並降低整車結構的總內能。在大客車車體結構之剛

性與應力分析中胡等人[7]，針對結構剛性結構強度影響

車子安全性探討，顯示在不同路面負載條件下，懸吊系

統對結構強度之影響，說明懸吊系統補強的重要性。 
本文將探討一自行車行駛於凸起路面狀況之模擬

分析，首先進行自行車數學模型化 (Mathematical 
Modeling)，再藉由有限元素法(Finite Element Method , 
FEM)建立對應之自行車有限元素模型，並使用 ANSYS
軟體來分析，包括:模態分析和暫態響應分析。以所建

構之有限元素模型進行模態分析包括：自由懸吊無人和

放置地上分別做有無騎乘者總共三種狀況之分析，另外

暫態響應分析係針對自行車行駛於半弦波路面進行分

析，並有效獲得自行車模擬實際凸起路面狀況之自行車

各部位的位移變形量和應力情況。所建構之模型，未來

也可應用到其他如不規則路面之分析。 
 
2. 自行車結構數學模型化 
  本文擬探討自行車行駛於不同路面狀況之動態分

析，圖 1(a)為假設之自行車實體結構，其車架薄管樑結

構所組成，並假設每根樑之長度為 FL =0.4 m，前後輪

距 wL =0.8m，管外徑為 D 為 0.05 m，內徑為 d=0.048 m，
材料之楊氏係數為 200×109 N/m2，密度為 7850 kg/m3，

由於採用 2D 平面幾何做分析，故假設自行車架為左右

對稱之平面桁架結構。為建立此自行車行駛於路面之動

態模型(Dynamic Model)，擬建立其數學模型之考慮如

下： 
(1) 能分析求得自行車於自由邊界與放置於地面上

含騎乘者質量效應之結構模態參數，包括：自

然頻率及模態振型。 
(2) 將所建構模型能以有限元素分析軟體 ANSYS

去進行後續分析。 
(3) 能應用此模型探討自行車行駛於不同路面之響

應分析，本文將模擬行駛於半正弦波凸起路面。 
(4) 同時也能夠應用於其他行駛路面狀況，如連續

簡諧波路面及隨機路規則路面等。 
  為建立如圖 1(a)一實際自行車之數學模型，步驟說

明如下： 
(1) 定義質塊元件：自行車架為平面桁架結構，在

建構模型採用薄樑之假設，所以利用車架之點

來設定集中質塊之位子。以集中質塊模擬座位

( sm )、把手( hm )、踏板( pm )、前輪( tfm )、後輪

( trm )，若考慮騎乘者質量為 bm ，其質量分佈於

座位( bsm )和手把( bhm )與踏板( bpm )。 
(2) 定義連接元件：即以彈簧與阻尼元件，分別模

擬質塊之相接如圖 1(b)以 sk 、 sc 模擬座位與車

架連接，以 tfk 、 tfc 及 trk 、 trc 分別模擬車架與

地面之連接，其中，參考圖 1(b)假設輪胎與輪框

為剛體，故以彈簧及阻尼元件來模擬輪胎。 
(3) 定義系統自由度：若考慮桁架為剛體，則為一

多自由度系統，各集中質塊自由度如圖 1(b)所
示，包括：座位( sx )、車架座位處( Fsx )、手把

( hx )、前後輪胎( tfx 、 trx )、踏板( px )，本文將

以 CAE 軟體考慮車架為彈性體將以薄樑架設進

行分析，此模型為連續系統與離散系統之耦合

模型。 
(4) 定義輸入與邊界條件：圖 1(b)所示地面之位移輸

入為 fy 及 ry ，分別為前、後輪路面之位移輸

入，若 0 ,  0f ry y= = ，即為自行車放置於地面

之邊界條件。 
  本節以系統化步驟，對圖 1(a)之實際自行車結構，

建構成數學模型，定義了如圖 1(b)之左右對稱自行車動

態模型，可以達到前述數學模型建立之考慮因素。 
  本文有兩大分析目標，包括：第一為模態分析，求

得自行車於自由邊界及放置於地面考慮有無騎乘者之

自行車模態特性，將在第 3 節討論分析。第二為自行車

行駛於半正弦波凸起路面之暫態響應分析，將於第 4 節

討論其有限元素模型之建構與分析結果。 
 
3. 自行車之模態分析 
  一般自行車行駛於道路時，車架都會因路面狀況而

產生結構振動，並產生該結構之自然頻率引發之動態效

應，故採用模態分析來獲得模態參數，包括：自然頻率、

模態振型。本節將使用圖 2 有限元素模型模擬無騎乘者

懸吊自由邊界，爾後在實驗模態分析 (experimental 
modal analysis, EMA)自由邊界下所得之模態參數進行

模型驗證之參考，另外，模擬自行車放置地上分別以有

無騎乘者質量效應求得其模態參數，可瞭解自行車行駛

於路況之響應分析互相對應。三種模型之模態分析所獲

得之模態參數可做為未來實驗模態分析模型驗證之依

據。 
 
3.1 模態分析之有限元素模型 
  圖 3 為自行車模態分析之有限元素模型示意圖，

首先將模擬無人之懸吊自由邊界(Free, F)進行模態分析

邊界情況位置 A 所示無任何位移限制條件；另外模擬

自行車有騎乘者(Ground Body, GB)及無騎乘者(Ground, 
G)質量效應，並使兩個輪胎模擬停放於路面之邊界情況

位置 B 所示，而自行車輪胎接觸路面之邊界條件分別為

前輪垂直方向固定(v=0)，則後輪為垂直和水平方向完

全固定(u、v=0)，由這三種分析結果去獲得比較模態參

數，包括自然頻率、模態振型。因此，為進行如圖 1(b)
自行車數學模型之有限元素分析，本文採用 ANSYS 軟

體進行模態分析，首先建構對應於圖 1(b)之有限元素模

型如圖 2 及 3 所示說明如下： 
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(a) 元素形式：圖 2(a)為自行車數學模型是由樑結

構、質塊、彈簧及阻尼元件所構成，故架構有

限元素模型之元素選用敘述如下： 
 圖中粗線即為二維樑元素：因自行車車架是

由許多樑結構所組成故採用二維樑元素

(Beam3)，自由度為 u、v、 zθ 三個，而幾何

物理性質為管件截面積(A)和高(D)以及慣性

矩(I)，材料性質只需提供楊氏係數(E)和密度

(ρ)，因為模型採用由上而下架構，故可利用

Lines Mesh 將每段分割成 50 等分大小，對於

分析結果也會更為精確，樑元素共有 300 個。 

 1 ~ 5 元素為二維質量元素：自行車坐墊、

手把、腳踏板、前後輪胎以及騎乘者之質量

都採用二維質量元素(Mass21)，故自由度為

u、v 兩個，幾何物理性質只需設定質量(m)，
材料性質無需設定。若考慮騎乘者需加入其

質量效應，如圖 2 右邊表格所示。 

 6 ~ 8 元素為二維線性彈性阻尼元素：由於

自行車座墊、前後輪胎之質量與車架連接採

用二維線性彈簧阻尼元素(Combin14)來組成

符合實際結構，故自由度為 u、v 兩個，幾何

物理性質為彈簧常數(k)和阻尼係數(c)，材料

性質無需設定。 
(b) 邊界條件：分別為自由邊界及放置於地面上兩

種，如圖 3(a)及 3(b)，由放置於地面上之狀況，

其自行車輪胎接觸路面之位置分別為前輪垂直

方向(v =0)，則後輪為完全固定(u、v =0)；自由

邊界時，則無需任何設定。 
(c) 負荷條件：進行模態分析時，免設定，而根據

不同響應預測分析，分別有不同負荷條件，將

於第 4 節進行詳細說明。 
 

3.2 不同邊界之模態特性探討 
  本研究探討自行車針對三種不同狀況以有限元素

分析方法，分別進行模態分析，由結果所得之自然頻率

與模態特性，而模態振型必須以動畫才可以比較容易了

解，其本文以表 1 圖示作為代表，其综合討論如下： 
(1) 表 1 自行車放置地面之邊界方式，可獲得空車

(Ground, G)比有騎乘者(Ground Body, GB)之自然

頻率都來的較高，其判斷可能是有質量效應之關系

所導致。另外以自由邊界(Free, F)進行空車之方

式，其自然頻率都比前兩種方式來的更高，即可瞭

解邊界條件也會影響結構之自然頻率。 
(2) 而由表 1 之 G-02 與 GB-02 圖得知模態特性，可以

觀察到這兩個自然頻率不相同，但模態振型都是整

車剪切運動的方式作動。另外 G-03 和 F-01 之模態

振型作動方式也是一樣，但這兩個自然頻率相差就

較小。 
(3) 從這幾個模態特性可以發現不同頻率下，模態振性

都會不同，其只有在不同邊界或負荷情況下，會出

現少數相同之模態振型，由此現象可作為未來進行

模型驗證之依據。 
 

 
(a) 自行車實際結構 

 

 
(b) 自行車數學模型 
圖 1 自行車結構 

 

 
 

圖 2、自行車之有限元素模型 
 

  
(a)模擬自由邊界         (b)模擬放置地上 

圖 3 模態分析之有限元素模型示意圖 
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表 1 自行車不同邊界狀態之模態特性總表 
Free Ground Ground+Body 

F-01_47.1 (Hz) G-01_15.9 (Hz) GB-01_3.4 (Hz) 

 
座位:Y 方向上下平移 

 
整車:Y 方向上下平移 

 
座位:Y 方向上下平移 
後輪:Y 方向上下平移 

F-02_88.9 (Hz) G-02_18.8 (Hz) GB-02_6.9 (Hz) 

 
前、後輪:X 方向對稱擺動 

 
整車:Y 方向剪切運動 

 
整車:Y 方向剪切運動 

F-03_958.0 (Hz) G-03_47.3 (Hz) GB-03_13.8 (Hz) 

 
整車:(X,Y)=(4,1) 

 
座位:Y 方向上下平移 

 
手把、踏板、前後輪: 

Y 方向上下平移 
F-04_1010.0 (Hz) G-04_73.8 (Hz) GB-04_70.6 (Hz) 

 
整車: (X,Y)=(3,1) 

 
前輪:X 方向上下平移 

 
前輪:X 方向上下平移 

F-05_1140.9 (Hz) G-05_777.3 (Hz) GB-05_390.3 (Hz) 

 
整車: (X,Y)=(2,1) 

 
整車: zθ 軸向左右擺動 

 
後輪:Y 方向上下平移 

 
 
4. 自行車行駛於凸起路面之暫態響應分析 
  本節暫態響應分析主要是在進行時間域響應分

析，模擬自行車行駛於半正弦波凸起路面之時間域響應

分析如圖 4 所示，可分析獲得自行車模擬實際凸起路面

狀況之自行車各部位的位移變形量和車架結構應力情

況。 
4.1 半正弦凸起路面 
  由圖 4(a)之半正弦波凸起路面示意圖，空間域
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( )y x ，可表示如下： 

  

2sin  ,  0
2( )

0 ,  
2

LY x x
Ly x

Lx

π < ≤= 
 >


        (1) 

考慮車速V ，如圖 4(b)求得時間域之前輪位移輸入如

下： 

  

0

0

sin 2  ,  0
2( )

0 ,  
2

f

TVY t t
Ly t

T
t

π < ≤= 
 >


       (2) 

其中， 

  0
0

1 ,  =
T

L VT f
V L

= =             (3) 

則後輪之位移輸入由圖 4(c)可得 
   

0

0

0 ,  0

( ) ( ) sin 2 ( ) ,  
2

0 ,  
2

r f

t
TVy t y t Y t t

L
T

t

τ

τ π τ τ τ

τ


 < ≤

= − = − < ≤ +



> +

 (4) 

其中， 

  wL
V

τ =                 (5) 

此行駛路面狀況，所對應之分析為暫態響應分析，即求

得此自行車系統之各部位變形及結構應力時間域響應。 
 

 
圖 4 半正弦波凸起路面數學模型 

 
 4.2 有限元素模型行駛於半正弦波凸起路面 
  本節中，模擬自行車行駛於半正弦波路面進行時間

域響應分析，其半正弦波凸起路面之振幅Ｙ=0.1m、波

長 L=0.2m，故採用 3.1 節之自行車有限元素模型以放置

於路面邊界型式，並進行有騎乘者的分析，圖 5 為自行

車行駛於半正弦波凸起路面過程，故必須定義系統輸入

前、後輪胎之時間間距 τ(sec)、車速 V(m/s)與其對應之

頻率 f (Hz)以及正弦波之週期 T0 (sec)，則表 2 為行駛於

凸起路面之狀況條件。 

 
 

圖 5 行駛於凸起路面狀況示意圖 
 

表 2 行駛於凸起路面之狀況條件 

V( m
s

, km
hr

) Lw (m) f (Hz) T0 /2(sec) τ (sec) 

(1.4 , 5) 0.8 13.88889 0.072 0.576 
(2.8 , 10) 0.8 27.77778 0.036 0.288 
(4.2 , 15) 0.8 41.66667 0.024 0.192 
(5.6 , 20) 0.8 55.55556 0.018 0.144 

 
 4.3 暫態響應之結果與討論 
  本文對一自行車結構之有限元素模型，進行半正弦

波凸起路面時間響應分析如圖 6 為前、後輪胎之時間域

響應變化，表 3~6 為自行車各部位於不同時速之位移變

形量和應力之變化，其綜合討論如下： 
(1) 由圖 6 可以很清楚的看到自行車前、後輪胎行駛於

半正弦波凸起路面之時間響應，從時間響應獲得路

面對前、後輪胎位移輸入時間是不一樣，故此情況

是非常符合自行車行輪胎駛於凸起路面之狀況。 
(2) 表 3 及 4 為自行車各部位於不同時速之位移變化，

在自行車之最大位移量都是發生於低速行駛的時

候，其前輪位移量為各部之最大，則在高速行駛之

位移量均比低速行駛時來的較小，另外從時間響應

獲得位移量會隨時間的增長而慢慢的變小，這現象

相當符合實際經過凸起路面之情況。 
(3) 由表 5 及 6 為自行車各部位於不同時速之最大應力

變化，其最大應力值發生於高速行駛之手把處，從

表 6可獲得應力最大值幾乎都發生在最高速度行駛

的時候，從時間響應獲得應力值會隨時間的增長而

慢慢的變小，這現象與位移量一樣都相當符合實際

經過凸起路面之情況。 
(4) 由表 4 及 6 結果可獲得自行車行駛於半弦波凸起路

面之最大位移量均為低速，其應力剛好相反，而從

自行車各部位之位移和應力變化中，都會隨著時間

的增長而變小，其現象相當吻合實際情況，未來可

利用此概念變更不同之路面情況條件進行分析。 
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圖 6 前、後輪胎之時間響應 V=5(km/hr) 

 
表 3 自行車各部位於不同時速之位移變化 

      (a)車架於前輪處        (b)車架於後輪處 
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     (c)車架於座位處        (d)車架於座位處 
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(e)車架於手把處       (f)車架於踏板處 
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表 4 自行車各部位於不同車速之位移量總表 
車速 

(km/hr) 
xtf,max 
(m) 

xtr,max 
(m) 

xs,max 
(m) 

xFs,max 
(m) 

xh,max 
(m) 

xp,max 
(m) 

05 0.081 0.068 0.052 0.061 0.065 0.055 
10 0.047 0.041 0.027 0.039 0.037 0.038 
15 0.033 0.021 0.006 0.014 0.024 0.019 
20 0.024 0.022 0.010 0.022 0.022 0.022 

 
表 5 自行車架各部位之最大應力情況 

(a)車架於前輪處 
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(d)車架於手把處 
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(e)車架於踏板處 
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表 6 自行車架各部位於不同速度之最大應力總表 

車速 
(km/hr) 

前輪胎

應力

(MPa) 

後輪胎

應力

(MPa) 

座位

應力

(MPa) 

手把 
應力

(MPa) 

腳踏板

應力

(MPa) 

05 25.0 31.2 33.1 367.0 58.0 
10 13.9 46.1 31.3 579.0 62.5 
15 15.5 50.9 41.8 640.0 75.4 
20 19.2 50.5 39.2 739.0 103.0 

 
5. 結論 
  本文發展模擬自行車行駛於路面之動態分析模

型，主要結論摘述如下： 
1. 本研究主要目的是在於模型建構理念，如何由假設

實際模型轉變成數學模型化，再經由有限元素法概
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念建構出有限元素模型進行相關之分析，包括：模

態分析和行駛於凸起路面響應分析。本文引用

ANSYS 套裝軟體，進行參數化之分析，未來可適

用於不同自行車，可快速變更系統參數，進行對應

之模擬分析。 
2. 從模態分析中，可以瞭解自行車之不同邊界條件和

質量大小都會得到不同之模態參數，包括：自然頻

率、模態振型，由分析結果可得知無騎乘者自由懸

吊之情況下，其自然頻率為最高，當自行車有騎乘

者於地面邊界時，系統自然頻率最低。 
3. 本文也模擬探討自行車行駛於半正弦波凸起路面

之響應分析，也可獲得不同的時速下自行車結構之

位移變形量和最大應力化會有所不同，從結果顯示

手把部位為應力值為最大，由表 4 及 6 結果可獲得

自行車行駛於半弦波凸起路面之最大位移量均為

低速，其車架應力剛好相反，而從自行車各部位之

位移和應力變化中，由於阻尼效應都會隨著時間的

增長而變小，其現象相當吻合實際情況，未來可利

用此概念變更不同之路面情況條件進行分析。 
4. 藉此建構模型之理念，未來可以針對實際模型進行

等效有限元素模型之驗證分析，並模擬模態分析、

靜剛性分析以及一套完整之響應分析，包括：簡諧

響應分析、暫態響應分析及頻譜響應分析等，以對

應不同路面狀況。 
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ABSTRACT 
  The proper dynamic model is required for the bicycle 
analysis in riding conditions. This work develops a 
symmetric dynamic riding model for the simulation of the 
bicycle running on a bump road. The assumptions in 
modeling are described to show the reasonable approach in 
constructing the mathematical model. The finite element 
(FE) model base on the bicycle mathematical model can 
then be constructed for the use in FE software. First, the 
modal analyses on the bicycle considering both the free 
boundary and on the ground, respectively, are performed 
to obtain and compare their modal characteristics. Second, 
the transient response analysis of the bicycle running on 
the half-sine bump is also presented to determine the seat 
and tire displacement response as well as the frame 
structural stresses for different bicycle speeds. Results 
show the higher bicycle speed generally results in the 
higher response. This work presents the modeling 
technique for the bicycle in running condition, in 
particular for the half-sine bump. The modal 
characteristics of the bicycle can be well interpreted. The 
developed mathematical model and its corresponding FE 
model are to be verified by experiments and can then be 
further applied to other analysis. 
Keywords: vehicle dynamic model, modal analysis, 
transient response analysis.  
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