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摘要 
本文主要探討應用無裂縫破壞與具裂縫破壞之結

構模態振型，以預測多邊形平板結構之裂縫破壞包括

平行四邊形、六邊形、五邊形、L 形等四種。首先，以

有限元素分析無裂縫與具裂縫之多邊形板包括平行四

邊形、六邊形、五邊形、L 形等四種模型，得到其有、

無裂縫的模態振型，再將模態振型資訊由應變能法，

結合微分值積法建立之裂縫預測程式進行二維多邊形

平板結構的裂縫位置預測。多邊形平板破壞預測程式

利用微分值積法求得任意平板模態振型的一次微分與

二次微分後，經由應變能法運算，可得到多邊形平板

裂縫位置與裂縫長度的預測指標資訊。經由四種不同

形狀平板結構的驗證，結果顯示利用此破壞預測方法

能有效預測多邊形平板結構之裂縫位置。 
關鍵詞：裂縫破壞預測、微積分值法、應變能法。 
 

1. 前言 
從振動的角度來看一般的結構體由於破壞的發

生，結構體原有的物理特徵會產生變化，如自然頻率、

模態振型與阻尼比等。因此，可利用改變之物理特徵，

進行非破壞檢測，判斷出其結構體的破壞與否，甚至

偵測其破壞位置與程度。 
結構振動特性破壞檢測方法探討，由理論分析來

看 Chondros et al.[1]發展具有連續破壞樑的振動理

論，此理論可以應用簡支樑上在一面或者在兩面的表

面上具有表面破壞的狀況，可以實際預測接近破壞之

位置。Topole and Stubbs[2]以發展理論的破壞原理為主

軸，從結構矩陣分析一個代數方程式表示出數個關係

式，並依照幾個模態資料由最小平方根法演算法，求

得結構破壞位置。 
在以應力能及應變能為指標的檢測方法中 Shi et 

al.[3]以模型結構的應變能的改變作為破壞預測的指

標，以未破壞前與破壞後的能量改變做預測的基準，

此指標與系統的彈簧係數、質量矩陣與模態振型及自

然頻率有關。Cornwell et al.[4]應用對振型的二次微分

之平方與二次矩與楊氏係數對一維樑與二維板求得結

構的應變能，再比較未破壞與有破壞板的應變能之差

異，研判破壞的發生，即可以準確的判斷出結構的破

壞位置。Hu et al.[5]應用複合材料疊層板破壞前後應變

能比值定義破壞指標來找出複合材料疊層板的破壞位

置。王與曹[6]，文中提及破壞預測的方法分為位移振

型差法、位移振型差斜率法及應變能法。其中能得到

最佳預測結果的方法為位移振型差斜率法搭配應變能

法。張[7]文中提及，以有限元素軟體 ANSYS 分析得

到未破壞平板模型與建立破壞平板模型的模態振型，

並經由 Lagrange-Interpolation 法配合微積分值法與應

變能法的預測方法，達到預測破壞目標。 

Li and Yam [8]則是基於破壞系統的彎曲模式形式

被改變，則以累加振型的二次微分在 x 向與 y 向的積

分做破壞的指標，並使用平板做預測，對照分割的元

素位置可以判斷出破壞之位置。Teo et al.[9]應用微積

分值法(Differential Quadrature Method, DQM )來分析

三維彎曲板，應用 DQM 方法可以僅輸入點位置與點座

標之值，即可以求得該點的一次微分、二次微分與一

次偏微分、二次偏微分等。 
本文利用結構模態振型，探討多邊形平板結構之

破壞指標，先以有限元素軟體 ANSYS 得到無裂縫破

壞多邊形板之振型，再建立具有微小裂縫破壞的多邊

形板之模型，將得到的振型經由微分值積法計算得到

各多邊形平板振型的一次微分與二次微分後，將結果

代入應變能法，以應變能法計算結構的破壞位置與破

壞程度化，建立以多邊形平板結構的破壞預測方法。 
 

2. 裂縫預測方法介紹 
本文建立一裂縫預測之方法如圖 1 所示，利用有

限元素軟體 ANSYS 求解出無裂縫多邊形板之模態振

型值與模擬具有裂縫破壞多邊形板模態振型值，圖 2
為本文所探討之四種多邊形板結構，並將多邊形板之

位置座標，轉換成矩形位置座標，再代入 DQM 方法求

得模態振型的徧微分結果，最後再由應變能法運算平

板各區域之應變能差異比以預測得到破壞的位置與長

度。本文採用預測流程，如圖 1 所示。步驟如下： 
步驟 1：分別由 ANSYS 軟體進行模態分析，求得有、

無裂縫之模態振型值 ijk
*φ 、 ijkφ ，其中 ij 為徑

向及周向位置之指標，k 為模態數，*代表有裂

縫。 
步驟 2：如圖 3 所示，將多邊形板之位置座標，轉換成

矩形位置座標，以多邊形板 AB 當成矩形板 x

軸、 AD 當成 y 軸，將多邊形板展開，使有相

同之元素分割節點，亦即 xN × yN 之矩陣分割

點。 
步驟 3：引用 DQM 對步驟 1 求得之模態振型值 ijkφ 進

行偏微分運算，令第 k模態之模態振型值如下： 

=),( ji yxf ijkφ 。由 DQM 在已知位置座標
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),( ji yx ， yx NjNi ,...,2,1  and  ,1,2,... == 可

分別求得 ),( ji yxf 之偏微分值如下: 
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其中， ),()(
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n

x yxf 為函數對 x 進行 n 次偏微

分， ),()(
ji

m
y yxf 為函數對 y 進行 m 次之偏

微 分 ， ),()(
ji

mn
xy yxf +

為 函 數 對 xy 進 行

)( mn +   次偏微分。式中
)(n

irC ，
)(n

jsC 之定義

可參考王與曹[6]，為了能得到較好、較正確的

微分運算結果，對於選擇其取樣點的方式是重

要的。由 Shu and Xue.[10]中提出建議的取樣

點方法。可重新定義板 x 方向的與板 y 方向的

分割點為： 
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步驟 4：採用應變能法（SEM），求得第 k 個模態在

),( ji yx 位置之無因次化應變能值如下： 
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上式中，分子為在 ),( ji yx 之局部應變能值，

分母為整體結構之應變能值。 
步驟 5：定義各 ),( ji yx 位置之破壞指標 ijβ 如下: 
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其中，分子代表具裂縫板各模態在 ),( ji yx 無因

次化應變能之累加，分母則為無裂縫板之對應

值。在有裂縫存在時，將顯現較大之應變能比

值差異，故引用做為破壞指標。 
步驟 6：定義正規化破壞指標 ijZ 如下： 

βσ
ββ

,ij

ijij
ijZ

−
=          (8) 

其中， ijβ 所有破壞指標 ijβ 之平均值， βσ ,ij 為

其對應之標準差。經此正規化處理之破壞指標

可更顯著表現出裂縫之應變能差異性。 
步驟 7：圖示表達正規化破壞指標 ijZ 之三維圖，具有

較大值處，即為預測裂縫所在。 
以上步驟，以 MALAB 軟體發展撰寫，與矩形板

之基於 SEM 預測程式相同，僅需套入對應之多邊形板

有無裂縫模態振型值即可預測。 
 

3. 裂縫多邊形板之有限元素分析 
利用有限元素軟體 ANSYS 對多邊形板結構進行

模態分析，分為無裂縫之自由邊界多邊形板及具裂縫

之自由邊界多邊形板各多邊形平板尺寸如圖 2 所示。 
 

3.1 無裂縫多邊形板 
無裂縫各多邊形板之有限模型建立條件如下： 

（1）元素形式：各多邊形板皆為一薄殼結構，故以

ANSYS 軟體中之線性四邊形元素 Shell63 架構。 
（2）元素分割：平行四邊形與五邊形板於水平方向取

40 等分，垂直方向取 30 等分，共 1200 個元素；

六邊形板於水平方向取 40 等分，垂直方向取 40
等分，共 1600 個元素；L 形板於水平方向取 50
等分，垂直方向取 20 等分，共 1000 個元素 

（3）位移限制：考慮各多邊形板為自由邊界狀態，故

在有限元素模型設定上並不需要設定位移的限

制。 
（4）負荷條件：因為進行模態分析不需要設定負荷的

條件，故在有限元素之模型上並不設定任何的外

力負荷。 
 
3.2 具裂縫多邊形板 

具裂縫多邊形板的有限元素模型建立條件如無裂

縫多邊形板的條件相同。本文建立 4 種不同的裂縫位

置形式以探討預測裂縫位置、大小是否出現在預測位

置處，如表 1-4 所示，說明如下: 
Case A:裂縫長度固定，裂縫位置不同 
(1) 平行四邊形板以固定裂縫深長度約為 10cm，預測

裂縫位置分為下側中央靠右斜向裂縫(Case A1)，
左側橫向裂縫(Case A2)。 

(2) 五邊形板以固定裂縫深長度約為 9cm，預測裂縫

位置分為下側靠右直向裂縫(Case A1)，左側橫向

裂縫(Case A2)。 
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(3) 六邊形板以固定裂縫深長度約為 6cm，預測裂縫

位置分為下側靠右直向裂縫(Case A1)，左側橫向

裂縫(Case A2)。 
(4) L 形板以固定裂縫深長度約為 6cm，預測裂縫位置

分為上側直向裂縫(Case A1)，下側直向裂縫(Case 
A2)。 

Case B:裂縫位置固定，裂縫長度不同 
(1) 平行四邊形板以固定裂縫位置在右側横向裂縫，

考慮裂縫長度分別為 9cm(Case B1)、13.5cm(Case B2)。 
(2) 五邊形板以固定裂縫位置在右側横向裂縫，考慮

裂縫長度分別為 9cm(Case B1)、13.5cm(Case B2)。 
(3) 六邊形板以固定裂縫位置在右側横向裂縫，考慮

裂縫長度分別為 6cm(Case B1)、12cm(Case B2)。 
(4) L 形板以固定裂縫位置在左側横向裂縫，考慮裂

縫長度分別為 6cm(Case B1)、12cm(Case B2)。 
Case C:內部徑向及圓周向裂縫 
(1) 平行四邊形板假設裂縫位置分別在右側直向內部

裂縫，裂縫長度為 9cm(Case C1)、左側橫向內部

裂縫，裂縫長度為 9cm(Case C2)。 
(2) 五邊形板假設裂縫位置分別在右側直向內部裂

縫，裂縫長度為 9cm(Case C1)、左側橫向內部裂

縫，裂縫長度為 9cm(Case C2)。 
(3) 六邊形板假設裂縫位置分別在下側橫向內部裂

縫，裂縫長度為 6cm(Case C1)、上側直向內部裂

縫，裂縫長度為 6cm(Case C2)。 
(4) L 形板假設裂縫位置分別在下側橫向內部裂縫，

裂縫長度為 10cm(Case C1)、上側橫向內部裂縫，

裂縫長度為 10cm(Case C2)。 
Case D:兩個裂縫同時發生之預測 
(1) 平行四邊形板預測項目為左側橫向裂縫與右側直

向內部裂縫之組合(Case D1)、下側中央靠右斜向

裂縫與右側横向裂縫之組合(Case D2)之裂縫形

式。 
(2) 五邊形板預測項目為下側靠右直向裂縫與左側橫

向內部裂縫之組合(Case D1)、上側直向裂縫與右

側橫向裂縫之組合(Case D2)之裂縫形式。 
(3) 六邊形板預測項目為下側直向裂縫與右側橫向邊

緣裂縫之組合(Case D1)、下側直向邊緣裂縫與上

側橫向內部裂縫之組合(Case D2)之裂縫形式。 
(4) L 形板預測項目為下側直向裂縫與側橫向內部裂

縫之組合(Case D1)、下側橫向裂縫與左側橫向裂

縫之組合(Case D2)之裂縫形式。 
 

4. 結果與討論 
本節將探討有、無縫多邊形板之振動模態特性，

接著就前述 Case A~Case D 之不同裂縫形式，引用第 2
節所發展之裂縫位置預測方法，探討具裂縫多邊形板

之裂縫位置預測的可行性。 
4.1 平行四邊形板裂縫預測結果 
    表1為前述Case A~Case D不同裂縫形式之裂縫位

置預測結果，討論如下： 

(1) 表 1 (a)為 Case A 對不同裂縫位置之預測，對於裂

縫位置確實可明顯判斷。 
(2) 表 1(b)為 Case B 對不同裂縫長度之預測結果，對

於裂縫之位置及長度，破壞指標都有對應裂縫之

顯示。 
(3) 表 1(c)為內部裂縫形式之預測結果，對於裂縫位

置確實可明顯判斷。 
(4) 表 1(d)為兩個裂縫同時存在時之預測，大致上均

能預測裂縫對應位置，兩個破壞指標的顯示有一

高一低的情形，對於 Case D 則內部裂縫之指標比

邊緣指標值較低。 
4.2 五邊形板裂縫預測結果 

 表 2 為取前 6 個模態(7、8、9、10、11、12 模態)
進行 Case A~Case D 不同裂縫形式之裂縫位置預測結

果，討論如下： 
(1) 表 2(a)為 Case A 對不同裂縫位置之預測，對於裂

縫位置確實可明顯判斷。 
(2) 表 2(b)為 Case B 對不同裂縫長度之預測結果，

對於裂縫之位置及長度，破壞指標都有對應裂縫

之顯示。 
(3) 表 2(c)為內部裂縫形式之預測結果，對於裂縫位

置確實可明顯判斷。 
(4) 表 2(d)為兩個裂縫同時存在時之預測，大致上均

能預測裂縫對應位置，對於 Case D1 則內部裂縫

指標無顯示，無法判讀裂縫所在位置。 
為了解何種類型模態對五邊形板兩裂縫同時存

在之 Case D1 能更有效的預測裂縫的位置，表 5 將探

討五邊形板個別模態之裂縫預測其說明如下: 
(1) 由表 5 可知，模態 9 能正確預測兩個裂縫的位

置，觀察發現裂縫位置恰好模態振型位移值最大

處時附近或是橫切過節線位置，且無裂縫模態振

型對應具裂縫模態振型。 
(2) 由表 5 可知，模態 15、16 能顯示裂縫的位置，

但有許多雜訊的產生，此時無裂縫板模態振型與

有裂縫板模態振型，沒有完整對應而造成雜訊的

產生。 
4.3 六邊形板裂縫預測結果 

表 3 為取前 6 個模態(7、8、9、10、11、12 模態)
進行 Case A~Case D 不同裂縫形式之裂縫位置預測結

果，討論如下： 
(1) 表 3(a)為 Case A 對不同裂縫位置之預測，對於裂

縫位置確實可明顯判斷。 
(2) 表 3(b)為 Case B 對不同裂縫長度之預測結果，

對於裂縫之位置及長度，破壞指標都有對應裂縫

之顯示。 
(3) 表 3 (c)為內部裂縫形式之預測結果，對於裂縫位

置確實可明顯判斷。 
(4) 表 3 (d)兩個裂縫同時存在時之預測，只能預測其

中一個裂縫對應位置，對於 Case D1 則下側直向

邊緣裂縫指標無顯示，而 Case D2 則是上側直向

內部裂縫指標無顯示。 
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為了解何種類型模態對Case D1及Case D2能更有

效的預測裂縫的位置，將探討六邊形板個別模態之裂

縫預測其說明如下: 
Case D1 
(1) 由表 6 可知，模態 13 能有效預測 Case D1 兩個裂

縫的位置，此時裂縫位置恰好模態振型位移值最

大處時附近或是橫切過節線位置。 
(2) 由表 6 可知，模態 14、16 能預測 Case D2 兩個裂

縫的位置，但有許多雜訊的產生，此時無裂縫板

模態振型與有裂縫板模態振型，沒有完整對應而

造成雜訊的產生。 
Case D2 
(1) 由表 7 可知，模態 7、15 能有效預測 Case D2 兩

個裂縫的位置，此時裂縫位置恰好模態振型位移

值最大處時附近或是橫切過節線位置。 
(2) 由表 7 可知，模態 14 能預測 Case D2 兩個裂縫的

位置，但有許多雜訊的產生，此時無裂縫板模態

振型與有裂縫板模態振型，沒有完整對應而造成

雜訊的產生。 
4.4 L 邊形板裂縫預測結果 

表 4 為 6 個模態(7、8、9、10、11、12 模態)進行

Case A~Case D 不同裂縫形式之裂縫位置預測結果，討

論如下： 
(1) 表 4(a) 為 Case A 對不同裂縫位置之預測，對於

裂縫位置確實可明顯判斷，不過在 Case A1 有雜

訊的產生。 
(2) 表 4(b)為 Case B 對不同裂縫長度之預測結果，對

於裂縫之位置及長度，破壞指標都有對應裂縫之

顯示 
(3) 表 4(c)為 Case C 內部裂縫形式之預測結果，對於

裂縫位置確實可明顯判斷，不過 Case C1 有雜訊

的產生。 
(4) 表 4(d)兩個裂縫同時存在時之預測，大致上均能

預測裂縫對應位置，對於 Case D2 則內部裂縫指

標無顯示，無法判讀裂縫位置。 
為了解何種類型模態對 Case D2 能更有效的預測

裂縫的位置，將探討 L 邊形板個別模態之裂縫預測其

說明如下: 
(1) 由表 8 可知，模態 14 能有效預測 Case D2 兩個裂

縫的位置，此時裂縫位置恰好模態振型位移值最

大處時附近或是橫切過節線位置。 
(2) 由表 8 可知，模態 16 能預測 Case D2 兩個裂縫的

位置，但有許多雜訊的產生，此時無裂縫板模態

振型與有裂縫板模態振型，沒有完整對應而造成

雜訊的產生。 
 

5. 結論 
    本文利用振動模態分析得到多邊形板結構模態振

型，將無裂縫多邊形板結構及裂縫多邊形板結構的模

態振型值代入破壞預測程式，經由微分值積法微分

後，代入應變能法進行裂縫預測，大致相當成功，綜

合結論如下: 
(1) 由不同裂縫位置、不同裂縫長度、內部裂縫及兩

不同裂縫同時發生，以上四種不同破壞形式檢

驗，預測程式能有效預測多邊形實際之裂縫位置。 
(2) 使用前 6 個模態振型資訊進行裂縫預測，大致能

預測各種形式的裂縫位置，可是對於二個裂縫同

時發生的形式，可能會有一裂縫位置無法有效顯

示。 
(3) 由個別模態振型針對兩裂縫同時發生形式進行裂

縫預測，發現裂縫在模態振型位移值最大處時，

能有效預測裂縫的位置。 
(4) 無裂縫板模態振型與有裂縫板之模態振型如無完

整對應時，則預測結果會產生雜訊，甚至無法有

效預測裂縫的位置。 
(5) 由平行四邊形板結構、五邊形板結構、六邊形板

結構及 L 形結構的檢驗，二維平板之裂縫預測程

式透過適當的座標值轉換，能有效的預測多邊形

的裂縫位置。 
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7. 圖表彙整 

圖一 破壞預測分析之流程方塊圖 

 
 

   
 (a)平行四邊形板            (b)五邊形板 

        
 (c)六邊形板                (d)L 形板 

圖二 不同多邊形板結構 
 

 
圖三 不同多邊形板有限元素模型與座標轉換示意圖 

 
Crack Position Detection for Polygon 

Structures 
 

Bor-Tsuen Wang1, Chien-Cheng Lin2 
1 Professor, 2 Graduate Student 

Department of Mechanical Engineering 
National Pingtung University of Science and 

Technology. 
 

Abstract 
This work applies the mode shapes of damaged and 

undamaged structures to predict the occurrence of crack 
damages in arbitrary shape thin plate structures including 
parallelogram, pentagon, hexagon and L-shape plate. First, 
the finite element analysis (FEA) is adopted to solve for 
structural mode shapes of the polygon thin plates before 
and after damaged. With the mode shape information, the 
arbitrary shape plate is transformed to an ideal rectangular 
plate. This work then uses differential quadrature method 
(DQM) to obtain the derivatives of mode shapes so as to 
determine the strain energy variation in the plates. The 
strain energy method (SEM) is adopted to get the damage 
indices over the plate and identify the crack location and 
length, this work studies four types of polygon plates to 
demonstrate the feasibility of crack identification. The 
developed methodology can be effectively to predict the 
crack location for arbitrary thin plates. 
 
Keywords：crack damage detection, differential 

quadrature method, strain energy method 
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表一 平行四邊形板不同裂縫的預測結果 

  
 

表二 五邊形板不同裂縫的預測結果 
 

(a)裂縫長度固定，裂縫位置不同之預測 
代號 A1 A2 
裂縫

示意

圖   

預測

結果

圖 

 

(b)裂縫位置固定，裂縫長度不同之預測 
代號 B1 B2 

裂縫示

意圖 
 

預測結

果圖 

 
(c)內部裂縫之預測 

代號 C1 C2 

裂縫示

意圖 
  

預測結

果圖 

 
(d)兩個裂縫同時發生之預測 

代號 D1 D2 

裂縫示

意圖   

預測結

果圖 

 

(a)裂縫長度固定，裂縫位置不同之預測 
代號 A1 A2 
裂縫

示意

圖 
  

預測

結果

圖 

 

(b)裂縫位置固定，裂縫長度不同之預測 
代號 B1 B2 
裂縫

示意

圖 
  

預測

結果

圖 

(c)內部裂縫之預測 
代號 C1 C2 
裂縫

示意

圖 
  

預測

結果

圖 

(d)兩個裂縫同時發生之預測 
代號 D1 D2 
裂縫

示意

圖 
  

預測

結果

圖 
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表三 六邊形板不同裂縫的預測結果 

(a)裂縫長度固定，裂縫位置不同之預測 
代號 A1 A2 
裂縫

示意

圖   

預測

結果

圖 

 
(b)裂縫位置固定，裂縫長度不同之預測 

代號 B1 B2 
裂縫

示意

圖   

預測

結果

圖 

(c)內部裂縫之預測 
代號 C1 C2 
裂縫

示意

圖   

預測

結果

圖 

(d)兩個裂縫同時發生之預測 
代號 D1 D2 
裂縫

示意

圖   

預測

結果

圖 

 

 
 

表四 L 形板不同裂縫的預測結果 

(a)裂縫長度固定，裂縫位置不同之預測 
代號 A1 A2 
裂縫

示意

圖   

預測

結果

圖 

  
(b)裂縫位置固定，裂縫長度不同之預測 

代號 B1 B2 

裂縫示

意圖 
  

預測結

果圖 

  
(c)內部裂縫之預測 

代號 C1 C2 

裂縫示

意圖 
 

預測結

果圖 

  
(d)兩個裂縫同時發生之預測 

代號 D1 D2 

裂縫示

意圖 
  

預測結

果圖 
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表五 五邊形板 Case D1 個別振型的預測結果 表六 六邊形板 Case D1 個別振型的預測結果 

 
表七 六邊形板 Case D2 個別振型的預測結果 表八 L 型板 Case D2 個別振型的預測結果 

 

裂縫示意圖 
 

模態 無裂縫振型 有裂縫振型 預測結果 
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15 

  
 

16 

  
 

裂縫位置示意圖 

 
模態 無裂縫振型 有裂縫振型 Case D1 預測結果

13 

 

14 
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裂縫位置示意圖 
 

模態 無裂縫振型 有裂縫振型 Case D2 預測結果
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14 

  

15 

  

裂縫示意圖 

 
模態 無裂縫振型 有裂縫振型 Case D2 預測結果

14 
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