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摘要 

本文利用有限元素法(FEA)分析一具壓電轉換器
之懸臂樑結構，模擬黏貼在結構表面的壓電薄膜作為

感應器，搭配點力或由壓電片之驅動器從事振動分

析，並與理論和實驗分析之結果比較。首先在有限元

素軟體(ANSYS)中建立具壓電轉換器懸臂樑之有限

元素模型，分別對模型進行模態和簡諧分析。在模態

分析中，擷取每一片壓電薄膜之電壓輸出，可以得到

結構之模態振型和自然頻率；而利用簡諧分析可以獲

得結構之頻率響應函數。結果顯示，其不論在有限元

素、理論和實驗分析之自然頻率、振型及頻率響應函

數之模態參數，其結果誤差均很小，並且能相吻合。

因此本文成功驗證利用有限元素法模擬壓電薄膜配

合點力或壓電片之振動分析，往後可以進行模型變更

或修改，更可擴大利用到其他較大或複雜之結構上，

從事壓電材料之振動模擬分析。 

關鍵字：有限元素法、振動分析、模態參數，壓電轉

換器 

1. 前言 

智慧型材料系統是現今熱門的技術，包括系統、

驅動器、感應器和控制器等。張[1]、彭[2]、廖和黎[3]
等人描述所謂壓電材料就是具備有壓電效應，即為材

料受到機械應力會產生電荷輸出，而施加電場到材料

上則會使材料結構產生變形。一般而言，壓電薄膜

(PVDF)由於質薄出力較小比較適合做感應器，而壓

電片(PZT)較厚出力較大比較適合做驅動器。其也提

供許多種類壓電材料之材料性質，包括密度、界電常

數和壓電常數等，對於在進行有限元素分析之參數設

定有所依據。 

有關壓電材料的理論模式推導，Hubbard [8]利用
壓電薄膜均佈參數模式(Distributed Parameter Model)
於樑結構上，推導出壓電薄膜感應器均佈參數模式之

控制理論。Lee and Moon [9]及 Collins et al. [10]發展
特定形狀壓電薄膜之感測器，可以得到結構特定之模

態，其特定形狀之壓電薄膜容易求得模態之動態特

徵，所以可以降低雜訊之干擾，可用來量測與激振結

構特定模態之控制。Crawley et al. [11]提出壓電片之
靜態和動態模式，包括黏在樑結構表面或是嵌入樑結

構中兩種不同驅動器，之後配合實驗驗證其理論模

式。而 Dimitriadis et al. [12]則是將 Crawley et al. [11]

之理論擴大到二維薄板，證明壓電驅動力和壓電片尺

寸若改變時，則結構之模態振型亦會隨之改變。 

在壓電材料進行有限元素分析的方法中，Allik 
and Hughes [13]以有限元素法推導出壓電之振動模態
公式，其有限元素公式包括壓電與電彈(electroelastic)
之效應，並以四面體有限元素之原理，應用在三維之

電彈(electroelasticity)的問題上。Boucher et al. [14]利
用攝動方法 (perturbation method)透過數值計算方

式，獲得壓電轉換器之特徵模態(eigenmode)，並以有
限元素法透過三維立體壓電元素，觀察壓電材料

PZT-4轉換器若改變不同尺寸時，壓電轉換器在共振

與反共振之頻率預測。Ha et al. [15]利用有限元素法
三維立方體元素，推導壓電晶片感測器與驅動器分佈

在複合材料之分析模式，並由電腦程式分析壓電結構

複合層之機電響應，經由實驗驗證有限元素分析與電

腦模擬之結果。王等 [4]利用有限元素分析軟體
(ANSYS)模擬壓電薄膜感應器黏貼在懸臂樑結構表
面受點力激振之振動模態分析，其懸臂樑結構使用三

維立體元素，壓電薄膜使用三維耦合場立體元素進行

模態分析，並且也加上實驗分析驗證其有限元素分析

的結果。 

傳統的模態分析主要利用激振器或是衝擊鎚施

加點力於結構作為驅動器，王和王[5]利用壓電片當作
感測器搭配衝擊鎚施加點力激振，對懸臂樑結構進行

實驗模態分析所求取模態參數。王和陳[6]利用壓電片
當作感測器搭配衝擊鎚施加點力激振，對簡支板結構

進行實驗模態分析所求取模態參數。之後，王和陳 [7]
在利用壓電薄膜黏貼在懸臂樑以及簡支板表面當作

感應器搭配衝擊鎚之點力激振進行實驗模態分析，求

取懸臂樑和簡支板結構之模態參數。Chen and Wang 
[16]利用壓電薄膜當作感測器搭配壓電片激振，對懸
臂樑結構進行實驗模態分析所求取模態參數。上述實

驗模態之結果顯示，對於求取懸臂樑或簡支板結構之

模態參數，不論利用壓電薄膜或壓電片均可以成功透

過實驗模態分析求得，驗證可以透過壓電材料取代傳

統加速度計或衝擊鎚從事模態分析，獲得結構之模態

參數。 

本文利用有限元素法(FEA)分析模擬一具壓電轉
換器懸臂樑之振動模擬分析，將壓電薄膜黏貼於懸臂

樑結構表面上作為感測器，透過點力和壓電片激振兩

種方式之驅動器，透過有限元素軟體(ANSYS)從事模
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態和簡諧分析，並藉由王等[4]與 Chen and Wang [16] 
兩篇文獻之實驗分析結果，驗證有限元素分析之正確

性。結果顯示，其有限元素軟體不論在模態分析包括

自然頻率、模態振型，和簡諧分析之頻率響應函數之

數值結果與理論和實驗分析均相互吻合。因此，成功

證明有限元素模型之正確性，還有利用有限元素軟體

分析壓電薄膜感測器之適用性，往後更可以推廣到其

他較大或複雜的結構上，從事有限元素法之振動模擬

分析。 

2. 理論分析 

2.1 懸臂樑之自由振動 

考慮一樑結構長度為 bL ，可得到其系統運動方
程式如下： 
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其中， bE 為樑之楊氏係數， bI 為截面積慣性矩， bC
懸臂樑之阻尼係數， w為樑之側向位移， bρ 為樑的
密度， bA 為樑的截面積， ( )txf , 為外力大小。 

考慮自由振動，因此令外力為零及忽略阻尼之影

響，且令懸臂樑結構在 0=x 為固定端，其側向位移

及斜率為零， bLx = 為自由端，其力矩及剪力為零，

利用數值分析方法求解，得到懸臂樑結構之自然頻

率： 
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對應之模態振型(Modal amplitude)函數為： 

)]sin(sinhcos[cosh1)( xxxx
LA

x rrrrr
bbb

r αασαα
ρ

φ −−−=

        (2-3) 

brbr

brbr
r LL

LL
αα
αα

σ
coscosh
sinsinh

+
−

=     (2-4) 

2.2 PVDF感測配合 force激振 
假設外力為簡諧外力且在結構座標

jxx = 作

用，其表示如下： 
( ) ( ) ti

jj
sexxFtxF ωδ −=,     (2-5) 

其中， jF 為簡諧外力大小， jx 為外力作用位置， sω
為簡諧激振頻率。 

由於輸入為簡諧激振，所以輸出亦為簡諧響應，

利用擴充原理可假設系統位移響應如下： 
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將結構模態振型函數之正交性關係式可推導得

到系統之響應，令 jxx = 位置受簡諧外力 jF 作用，在

ixx = 位置時，其系統之模態振型函數為： 
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圖 1、懸臂樑點力搭配壓電薄膜之結構示意圖 

考慮一矩形壓電薄膜感應器，黏貼於樑之表面

上，如圖 1所示。其壓電薄膜之形狀函數可表示為： 
( ) ( ) ( )ipip xxuxxux 21 −−−=Γ    (2-8) 

其中， ( )xu 為步階函數(step function)， ipx 1 及 ipx 2 分

別為第 i個壓電薄膜之兩端位置座標。由 Hubbard [8]
和 Lee and Moon[9]可知，壓電薄膜感應方程式： 
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其中， bt 為樑之厚度， pt 為壓電薄膜之厚度， pb 為
壓電薄膜之寬度， 31e 為壓電場強度常數。 

又因壓電薄膜有類似其電容之效應產生，所以壓

電薄膜之電壓為： 
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其中， ( )tVp 為壓電薄膜之電壓， ( )tq p 為壓電薄膜之

電量，ε 為壓電薄膜之電容係數， pA 為壓電薄膜之
面積。 

由(2-10)式可以得到系統之電壓響應，令 jx 為第
j個簡諧外力作用之位置，在 ipx 1 、 ipx 2 之位置時，

其壓電薄膜電壓輸出之頻率響應函數通式如下： 
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其中， ( )j

f
r xφ 為點力之特徵函數，其物理意義為懸臂

樑之位移振型， ( )
jp

p
r xφ 為壓電薄膜感應之特徵函
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數，其物理意義為壓電薄膜兩端斜率差振型。 

2.3 PVDF感測配合 PZT激振 
由 Dimitriadis et al.[12]可知，考慮壓電片之激振

作用，即在樑表面上黏貼壓電片，並施以反向電壓，

則可得壓電片之等效力矩，造成純彎曲激振效果，如

圖 2所示。此純彎曲壓電片驅動器之力量函數取代簡

諧外力，表示式如下： 
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其中， jj cc xx
21

 , 表示第 j 個壓電片兩端的位置座

標， eqM 為壓電片所形成的等效力矩， bC 為純彎曲
的材料常數，Λ為壓電片所產生的應變，Ψ為有效
勁度比， cV 為施加於壓電片的電壓， 31d 為壓電應變

常數， ct 為壓電片的厚度， cE 為壓電片的楊氏係數。 
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圖 2、懸臂樑壓電片搭配壓電薄膜之結構示意圖 

假設系統為簡諧運動，同樣利用模態假設法，其

可以求得結構之模態振型函數為： 
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將(2-18)式代入(2-10)式中，令壓電片電壓為輸入
CV ，而壓電薄膜為感應電壓輸出 PV ，其系統頻率響

應函數通式關係可改成如下： 
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其中， ( )
jc

c
r xφ 為壓電片感應之特徵函數， ( )

jp
p

r xφ 為

壓電薄膜感應之特徵函數，其物理意義均為壓電材料

兩端斜率差振型。 

3. 有限元素分析 

 本文運用有限元素軟體對一具壓電轉換器之
懸臂樑，從事自由振動模擬分析。假設其實體模型，

透過模態分析，透過模態分析可以得知其自然模

態，包括自然頻率，以及對應之模態振型；而簡諧

響應分析可以得到其頻率響應函數，由此可以透過

有限元素法求得具壓電轉換器懸臂樑之模態參數。 

3.1 懸臂樑之 PVDF感測配合 force激振 
圖 3(a)、(b)為具壓電轉換器懸臂樑之理念有限元

素模型和其黏貼在懸臂樑表面之壓電薄膜編號。在壓

電薄膜黏貼方面，將懸臂樑平均分割成十五等分，而

壓電薄膜黏貼在每ㄧ等分中間，共十五片。 

Fix all
立體元素
solid 45

PVDF壓電元素
solid 5

電位=0

X

Z

Y 外力負荷

 
(a) 元素分割情形 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

 
(b) 壓電薄膜編號 

圖 3、PVDF-force之理念有限元素模型 

表 1為其結構材料之尺寸和性質，而表 2則為介
紹所用元素之形式、節點數與自由度。在建立理念有

限元素模型中，元素形式方面，懸臂樑結構採用線性

立體元素(solid45)架構，壓電薄膜採壓電元素(solid5)
架構，且壓電方程式為 e型態；元素分割方面，其懸
臂樑和壓電薄膜結構之長度以 0.005 m為一等分，寬
度分成 4等分，厚度分成 1等分；位移限制方面，懸
臂樑固定端之節點採 Ux、Uy、Ux 及電磁之自由度

VOLT為零，而壓電薄膜和懸臂樑膠合面電壓為零；

負荷條件方面，模態分析時，外力無須設定負載；而

簡諧響應分析時，在第一片壓電薄膜中央，施加ㄧ單

位點力之簡諧外力。 

表 1、PVDF-force之結構材料之尺寸和性質 
 懸臂樑 壓電材料 

材料性質 剛性材料 PVDF 
楊氏係數 E  181 910×  N/m 2  2 910×  N/m 2  
浦松比 V  0.32 0.33 
密度 ρ  8436 kg/m 3  1800 kg/m 3  
長度 l  0.3 m 0.01 m 
寬度 h  0.04 m 0.04 m 
厚度 t  0.002 m 54 610−×  m 

壓電常數 ( )3231,ee X 54× 310− N/Vm 
電容係數 ( )ε  X 132× 1210− F/m 
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表 2、元素型式之節點數與自由度 
元素型式 元素形狀 節點 自由度 
Solid 45 三維線性立方體 8 UX, UY, UZ 

Solid 5 三維耦合場立方體 8 UX, UY, UZ, VOLT for 
KEYOPT(1)=3 

3.2 懸臂樑之 PVDF感測配合 PZT激振 
圖 4(a)、(b)為具壓電轉換器懸臂樑之理念有限元

素模型和其黏貼在懸臂樑表面之壓電薄膜和壓電片

編號。在壓電片和壓電薄膜黏貼位置方面，將懸臂樑

平均分成十五等分，在第二等分正面黏貼壓電片，反

面則黏貼壓電薄膜，之後在第四、六、八、十、十二、

十四等分正面上，分別黏貼壓電薄膜，一共七片壓電

薄膜和ㄧ片壓電片。 

Fix all
立體元素
solid 45

PVDF壓電元素
solid 5

電位=0PZT壓電元素
solid 5

X

Z

Y

 
(a)元素分割情形 

2

1

3 4 5 6 7

 
(b) 壓電片和壓電薄膜編號 

圖 4、PVDF-PZT之理念有限元素模型 

表 3、PVDF-PZT之結構材料之尺寸和性質 
懸臂樑 壓電材料 材料 

性質 剛性材料 PZT4 PVDF 
E  195 910× N/m 2  6.3 1010×  N/m 2  2 910×  N/m 2

V  0.32 0.28 0.33 
ρ  8436 kg/m 3  7650 kg/m 3  1800 kg/m 3  
l  0.3 m 0.02 m 0.02 m 
h  0.04 m 0.04 m 0.04 m 
t  0.002 m 19 410−×  m 54 610−×  m 

3231,ee  X X 54× 310− N/Vm

ε  X 
1.15~1.30 
× 810−  F/m 132× 1210− F/m

3231,dd  X -123× 1210− cl/N X 

表 3為其結構材料之尺寸和性質，而所用元素與

點力型式相同。在建立理念有限元素模型時，其元素

形式方面，懸臂樑結構採用線性立體元素(solid45)之
架構，壓電材料採壓電元素(solid5)架構，而在壓電方
程式中，壓電薄膜為 e型態、壓電片為 d型態；元素
分割方面，其懸臂樑、壓電薄膜和壓電片結構之長度

以 0.005 m為一等分，寬度分成 4 等分，厚度分成 1
等分；位移限制方面，懸臂樑固定端之節點採 Ux、
Uy、Ux及電磁之自由度 VOLT為零，而壓電薄膜和

壓電片與懸臂樑膠合面電壓為零；負荷條件方面，模

態分析時，外力無須設定負載，而簡諧響應分析時，

利用施加在壓電片上一單位電壓，造成純彎曲激振效

果之簡諧外力。 

4. 結果與討論 
由於壓電薄膜搭配點力之結果在王等[4]文獻中

已經探討過，故省略之，此節僅探討壓電薄膜搭配壓

電片之結果，將有限元素分析之結果，搭配 Chen and 
Wang [16]之實驗分析之結果相互比較。依序包括自
然頻率、模態振型和頻率響應函數，可以用來驗證有

限元素分析之結果的正確性，提高有限元素分析出來

之數值的可靠度。 

4.1 自然頻率之驗證 

表 4 為利用壓電薄膜感應配合壓電片激振其實

驗、理論和有限元素分析得到前四個模態之自然頻率

比較。結果顯示，有限元素與實驗和理論分析在低頻

誤差為 10％和 8％最大外，越往高頻結果誤差均不到

1％，顯示有限元素之模擬分析結果，越高頻誤差越
來越小，可能原因為理論分析時，忽略壓電材料之質

量效應，和實驗品質不良之因素。因此大致上前四個

模態之自然頻率誤差均還可以接受。 

表 4、PVDF-PZT之自然頻率比較表（單位：Hz） 
 第一模態 第二模態 第三模態 第四模態

ANSYS 19.00 113.76 309.40 599.43
Theoretical 17.69 110.91 310.50 608.517

Error％ -8.004 -3.702 -0.875 0.269 
Experimental[16]  17.00 110.46 307.00 602.73

Error％ -10.526 -2.900 -0.775 0.550 

4.2 模態振型之驗證 

 
(a)第一個模態振型   (b)第二個模態振型 

 
(c)第三個模態振型  (d)第四個模態振型 

圖 5、PVDF-PZT之有限元素振型圖 

圖 5(a)-(b)為利用有限元軟體分析得到的前四個

模態之壓電薄膜振型圖，圖 6(a)-(b)則為理論、實驗

和有限元素分析得到前四個模態振型之比較圖，並加

入點力激振之有限元素分析前四個模態振型。在此模

態振型實際物理意義為壓電薄膜之兩端斜率振型
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差，故其振型之值為壓電薄膜之電壓輸出，且有限元

素分析之振型為壓電薄膜各元素電壓輸出之平均

值。結果顯示，因實驗分析之振型有幾個節點比較不

理想，導致振型差異稍微大以外，而理論和有限元素

之振型均吻合的不錯，且在有限元素分析中，黏貼 7
片和 15 片分析之振型結果比對也是吻合的不錯。故

整體上，有限元素振型之節點與理論和實驗之節點均

有相吻合。 
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   (a)第一個模態振型  (b)第二個模態振型 
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   (c)第三個模態振型  (d)第四個模態振型 
圖 6、PVDF-PZT之有限、理論和實驗振型比較圖 

表 5、PVDF-PZT之MAC比對 
(a)有限元素與實驗[16]振型之MAC比對 

Mode 1 2 3 4 
1 0.9010 0.0297 00040 0.0473
2 0.0177 0.8390 0.0435 0.0032
3 0.0005 0.1200 0.7980 0.0004
4 0.1480 0.0513 0.0100 0.9230

(b)有限元素與理論振型之MAC比對 
Mode 1 2 3 4 

1 0.9990 0.0179 0.0230 0.0257
2 0.0089 0.9960 0.0302 0.0317
3 0.0271 0.0210 0.9990 0.0252
4 0.0200 0.0221 0.0182 0.9970

 
(a)有限與實驗[16]  (b)有限與理論 
圖 7、PVDF-PZT之振型MAC比對圖 

表 5(a)-(b)為有限元素與理論和實驗分析之振型

MAC 矩陣，圖 7(a)-(b)則是將 MAC 矩陣之值利用

MATLAB 程式繪出條柱狀形式顯示數值。一般而

言，若兩個振型有良好相關性，則MAC 數值會大於

0.9；反之，若 MAC 數值低於 0.05，則代表兩個振

型之間毫無相關性。由結果看來，整體在對角線上，

除了有限元素與實驗分析第二和第三模態的MAC沒
有達到 0.9以外，其餘的MAC之值均高於 0.9，而理

論和有限元素的 MAC之值均高於 0.9以上，且整體
的MAC非對角線之值均都低於 0.05，顯示模態振型
之正交性及ㄧ致性均合理。 

4.3 頻率響應函數之驗證 

圖 8(a)-(b)分別為 i=1、j=1及 i=7、j=1之頻率響

應函數比較，i為量測點，j則為激振點。圖 8中，實
線為實驗分析之頻率響應函數，線段為理論分析之頻

率響應函數，虛線為有限元素分析之頻率響應函數。

i=j 代表激振與量測位置均在同ㄧ點，其圖形稱為同

點(point FRF)之頻率響應函數，而 i≠j時，則稱為轉
移頻率響應函數(transfer FRF)。結果顯示，在同點之
頻率響應函數中，在低頻處三條曲線吻合的比較不理

想，和有限元素分析第一個自然頻率共振點沒有出

現，但三條曲線在共振點位置和峰值均有吻合到。其

次在轉移頻率響應函數中，在低頻處三條曲線相同吻

合比較不理想，和實驗分析缺少一個反共正點，但在

共振點位置均有出現。整體而言，在自然頻率共振點

及反共振點位置均有出現，因此有限元素分析之結果

與理論和實驗分析吻合不錯。 
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(a)i=1,j=1    (b)i=7,j=1 
圖 8、PVDF-PZT之頻率響應函數比較圖 

5. 結論 

綜合以上壓電薄膜搭配壓電片從事模態分析之

結果討論，如自然頻率，模態振型、頻率響應函數等，

可以歸納以下幾點： 
1. 在有限元素分析得到的自然頻率中，與理論和實驗

分析在第一模態誤差 10％和 8％為最大外，其餘誤
值均在 3％以下，因此前四個模態分析之自然頻率

大致上還算合理之範圍內。 
2. 在模態振型中，有限元素振型與實驗振型除了第四

模態振型吻合比較最好外，其餘三個模態振型均有

些許的節點誤差稍微大，其原因可能是實驗品質不

良造成，但與理論分析四個模態振型均吻合不錯。 
3. 有限元素與實驗和理論分析在 MAC 比較之結果
上，對角線上除了有限元素與實驗在第三模態低於

0.8 以外，其於結果都在 0.8 以上，而非對角線大

部份均低於 0.05，所以整體而言，有限元素與理論

和實驗分析之振型還算吻合。 
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4. 在頻率響應函數圖形中，在第一個共振點時，有限

元素與理論和實驗分析均吻合比較不理想，但在其

餘三個共振點處皆吻合不錯，且共振點和反共振點

均有出現，因此有限元素分析之結果與理論和實驗

分析大致吻合不錯。 
由上述之結果可知，其有限元素與理論和實驗分

析之結果都有合理的吻合，因此本文驗證可以利用有

限元素分析模擬壓電片當作驅動器，配合壓電薄膜當

作感應器之振動分析，往後可以進行模型變更或修

改，更可擴大利用到其他較大或複雜之結構上，從事

壓電材料之振動模擬分析。 
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Modal Analysis of Cantilever Beam 
With Piezoelectric Transducers 

by FEA 
Bor-Tsuen Wang, Chia-Chen Hsu 

Department of Mechanical engineering 
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Technology 

Abstract 
This paper applied finite element analysis to 

analyze cantilever beam with piezoelectric transducers. 
The polyvinylidene fluoride (PVDF) film is adhered to 
the beam as the sensor, while lead zirconate titanate 
(PZT) patch are used as the actuator to excite the beam. 
The finite element model for the piezo-beam is first 
constructed by using ANSYS software. Both modal and 
harmonic analysis are performed to obtain modal 
parameters and frequency response functions (FRFs). In 
modal analysis, the PVDF voltage output can be 
extracted and interpreted as the PVDF sensor mode 
shapes. The FRF between PVDF sensor and PZT 
actuator can also be determined. Results show that 
either FEA, theoretical or experimental analysis results 
in reasonable agreement. This work successfully applies 
ANSYS to simulate the piezo-beam structure and 
compares to theoretical model as well as experimental 
results. The analysis technique can be further applied to 
other complex structures with embedded piezoelectric 
transducers. 

Keywords: modal analysis, piezoelectric transducers, 
modal parameter, finite element analysis 


