
第二十七屆中華民國振動與噪音工程學術研討會 中原大學 中華民國一○八年六月二十二日 
The 27th National Conference on Sound and Vibration, Taoyuan City, June 22

th
, 2019. 

中華民國振動與噪音工程學會 
Chinese Society of Sound and Vibration 

樑結構受隨機外力之頻譜響應分析 

 
王栢村 1、吳盈輝 2、陳冠銂 1、張博鈞 3 

1國立屏東科技大學機械工程系 
2國立內埔高級農工職業學校 機械科 

3瑞智精密股份有限公司 

E-mail: wangbt@mail.npust.edu.tw 

 

摘要 

結構受到隨機激振是常見的議題，需要進行頻譜響

應分析以預測系統響應。本文探討樑結構受到點力作用

之隨機激振，將介紹樑結構的頻譜響應分析。首先，外

力輸入的隨機信號需要執行頻譜分析得到功率頻譜，藉

由頻率域分析可以求得樑結構的輸出響應，如位移、應

力及邊界反作用力之功率頻譜。又由功率頻譜可推算求

得平方平均根值及標準差，基於常態分佈假設，可以取

得位移、應力及邊界反作用力的最大及最小值，因此，

免於求得系統輸出的時間域響應，即可解讀系統響應之

特徵。本文探討薄樑在隨機振動的理論分析，分別以簡

支樑及懸臂樑為案例，並以 CAE 有限元素分析軟體求

解隨機激振之頻譜響應，也以薄樑理論分析驗證數值分

析。結果顯示數值解析及理論分析有良好的對應，所建

立的頻譜分析方法可以應用到產品需要評估隨機激振

狀態之工程實務，本文成果可推論 CAE 軟體可以應用

到複雜結構之頻譜響應分析。 

關鍵詞：隨機激振、頻譜響應分析、樑、功率頻譜。 

 

1. 前言 

頻譜響應分析是工程上常用於診斷與維護，段等

人[1]針對往復壓縮機的活塞進行模態分析，驗證活塞

之激振頻率不會與活塞之自然頻率產生共振，並進行頻

譜分析，了解到活塞工作時變形與安全因子皆在許可範

圍，也可用此方法驗證活塞之安全性。趙[2]運用頻譜

分析，針對離心齒式壓縮機進行故障診斷，從故障數據

中得知，壓縮機轉子出現不平衡與摩擦故障，進一步對

離心齒式壓縮機進行拆解，發現摩擦刮痕，驗證頻譜分

析之結果。申[3]利用量測儀器量測齒輪箱實際運轉數

據，運用頻譜分析針對齒輪箱有限元素模型進行狀態監

測並進一步進行趨勢分析，找出齒輪箱零件損壞比率，

齒輪高達 60%，運用此方法可以針對保障設備進行診斷

與維護。陸等人[4]運用時頻分析，分析兩種典型微震

訊號，從頻譜特性得知兩者之差別，並可進一步對岩體

進行微震監測，並了解在煤層與頂板微震爆破上，微震

信號主頻帶之不同。頻譜響應分析需要具備相關的專業

知識背景才能進行分析，隨著結構的複雜度越來越高，

採用理論分析是不容易處理的。故面對實際工程的應用

時則需要透過 CAE (Computer Aided Engineering)軟體

來進行輔助分析。 

再者，因結構受到隨機激振是工程上常見的議題，

由於隨機振動的背景知識取得不易，大多數工程師並不

熟悉頻譜響應分析的相關領域，因此，學習透過 CAE

軟體來進行頻譜響應分析是有其必要性。 

當系統受隨機激振的輸入時，一般而言從時間域下

是無法看出隨機訊號的特性，因此若採用時間域中的暫

態響應分析通常是不可行的，則需採用頻率域的分析技

術。從不同領域下才能看出它的特性，通常外部激振的

隨機輸入可由功率頻譜密度(power spectral density, PSD)

函數來表示，因此可獲得結構隨機響應的 PSD 函數，

再根據統計方法中之機率密度函數、機率分佈函數等等

的量值來計算，即可得知系統的響應結果。 

本文以樑結構為例，主要參考王[5]之理論分析，

首先推導薄樑結、應力及邊界反作用力之功率頻譜，以

及對應的平方平均根值(roo 構的運動方程式，由理論模

態分析，求得結構自然頻率及模態振型。其次，探討受

隨機外力激振的頻譜響應分析，在已知隨機外力功率頻

譜，可以求得系統響應，包括：位移 t mean square, RMS)

及標準差。本文探討兩種邊界，包括簡支樑及懸臂樑，

分別以白噪音隨機外力及任意功率頻譜隨機外力之作

用，進行頻譜響應分析。同時，以 ANSYS 進行對應的

數值模擬解析，並比較輸出響應之功率頻譜以及標準差，

可以驗證以 CAE 軟體執行頻譜響應分析之正確性。 

 

2. 樑結構之頻譜響應理論分析 

本節探討的薄樑結構系統如圖 1，當樑結構系統承

受到隨機外力的激振輸入時，即可得到隨機響應的輸出。

基於此分析理念，以下將針對樑結構頻譜響應分析的理

論推導過程加以說明。 

 
圖 1 樑結構受隨機外力激振之系統響應 

 

2.1 薄樑結構運動方程式 
考慮一含阻尼均勻截面樑承受隨機外力激振的結

 

(x)
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構系統如圖 1 所示，若考慮黏滯阻尼，假設為比例黏滯

阻尼，其運動方程式如下所示[6]： 
4 2

4 2

( ) ( ) ( )
( )

w x,t w x,t w x,t
EI +C + A = f x,t

tx t


 

  
 (1) 

其中，E 為樑之楊氏係數、I 為樑之截面慣性矩、ρ

為樑之密度、A 為樑之截面積 C 為比例黏滯阻尼、w(x,t) 

為樑之側向位移及 f(x,t) 為作用於樑之均佈外力。 

而樑之共通的邊界條件包括有位移、斜率、力矩及

剪力等四種形式如下： 

( ) 0w x,t =  (2) 

( )
( ) 0

w x,t
x,t = =

x





 (3) 

2

2

( )
( ) 0

w x,t
M x,t = EI =

x




 (4) 

2

2

( )
( ) ( ) 0

w x,t
V x,t = EI =

x x

 

 
 (5) 

式(2)-(5)所示，對於任意之邊界狀況，至少須設定

其中任兩種條件。針對樑之初始條件，可利用位移及速

度形式來描述，分別如下所示： 

0
( , 0) ( )w x w x  (6) 

0
( , 0) ( )w x w x  (7) 

其中，𝑤0(𝑥)及�̇�0(𝑥)分別為樑之初始位移及樑之初

始速度。 
 

2.2 薄樑結構之理論模態分析 

藉由特徵值問題的求解分析，針對不同樑之邊界條

件，可獲得無窮多組的自然頻率
r 及所對應的特徵函

數解 ( )r xw [7]，藉由引用式(6)可重新定義此特徵函數

( )r xw 成唯一的表示式： 

 
2

0

( )
( )

( )

r

r
L

r

w x
x

A w x dx









 (8) 

基於位移模態振型函數之正交性關係，可得到以下

的關係式： 

0
( ) ( )

L

rsr s
A x x dx =     (9) 

4

40

( )
( )

L
2s

r rsr

x
x EI dx =

x


  




  (10) 

0
( ) ( )

L

r rsr s r
C x x dx =2      (11) 

關於，不同形式的樑結構之自由振動分析，其自然

頻率及其對應之模態振型的的求解問題，已經被廣泛的

研究[8-14]。關於暫態、簡諧及頻譜的響應分析的自然

模態及模態振型函數之正交特性的相關問題，也已獲得

證明[5]。 

經由式(2)-(5)簡單的邊界條件及位移模態振型函數 

之正交性關係，即可得到如式(9)-(11)的關係式，關於

Ginsberg[15]所提出的質量與彈簧端的正交條件，因篇

幅的關係本文予以省略，以下針對樑的兩個常見邊界條

件敘述如下： 

(1)簡支樑 

2

,     
r r r

EI r

A L


 


   (12) 

2
( ) sin

rr
x x

AL



  (13) 

 (2)懸臂樑 

2

r r

EI
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  (14) 

1
( ) [(sin sinh )
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r r r

r r r

x x x
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sin sin
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r r

r

r r

L L
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其中，懸臂樑的
r L 可由相關的振動書籍得知

[16]。 

 

2.3 薄樑結構之頻譜響應分析 

薄樑結構系統在承受隨機激振下之頻譜響應的分

析理念如圖 2 所示，當系統受隨機激振的輸入時，一般

而言從時間域下是無法看出隨機訊號的特性，因此若採

用時間域中的暫態響應分析通常是不可行的，則需採用

頻率域的分析技術。從不同領域下才能看出它的特性，

通常外部激振的隨機輸入可由 PSD 函數來表示，因此

可獲得結構隨機響應的 PSD 函數，再根據統計方法中

之機率密度函數、機率分佈函數等等的量值來計算，即

可得知系統的輸出響應結果。接著，經由有興趣輸出響

應的 PSD 函數可求得對應之 RMS 值及標準差，再配合

三倍原則，則可求得有興趣輸出響應範圍為正負 3 個標

準差範圍，故可得於隨機外力下之應力最大值與最小值

之分佈狀態，可用來評估結構響應的特性。 

以下將針對薄樑結構系統在承受隨機激振下之頻

譜響應的理論分析加以說明[5]，一般外力函數可以表示

如下： 

( , ) ( ) ( )
j

f x t f t x   (17) 

若考慮理想的衝擊點力，可定義空間位置函數 ( )x

如下： 

( ) ( )
j

x x x    (18) 

接著，將第 j 個外力 ( , )f x t 進行傅利葉轉換後可得頻

率域的表示式： 

 
( , ) [ ( , )]

[ ( )] ( ) ( ) ( )
j j

F x f x t

f t x F x





 

    
      (19) 

其中， ( )jF  為第 j 個外力 ( )jf t 的傅利葉頻譜，經

由 PSD 函數得定義，可得 ( , )f x t 的 PSD 函數 

 
2

( , ) ( ) ( )
j j

ff j f f
S x x S  

 
             (20) 
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其中， 

*1
( ) lim ( ) ( )

j j
f f j j

T

S E F F
T

  


     (21) 

 
圖 2. 隨機激振之頻譜響應分析理念 

經由暫態響應分析，可將薄樑的響應變數 ( , )s x t 改

寫成： 

1

( , ) ( ) ( )
S

r r

r=

s x t x q t



  (22) 

接著將響應變數 ( , )s x t 進行傅利葉轉換及以 PSD 函數

來重新定義，可得： 

1

( , ) [ ( , )] ( ) ( )
S

r r

r=

S x s x t P Q  



    (23) 

1 1

( , ) ( ) ( ) ( )
r s

S S

ss r s q q

r= s=

S x x x S   

 

  (24) 

其中， ( )
r sq qS  是 ( )rq t 的 PSD 函數，經由計算可得  

*
( ) ( ) ( ) ( )

r s r s
q q r s N N

S H H S     (25) 

其中， ( )
r sN NS  是 ( )rN t 的 PSD 函數，經由計算可得式 

( ) ( ) ( ) ( )
r r j j

F F

N N r j s j f f
S x x S     (26) 

其中， ( )F

r jx 是一般外力的模態振型函數，典型的

外力表示式如表 2 所示： 

 

表 2 樑暫態分析的外力型式[5] 

Type of force Ideal impact point force 

force function 

( , ) ( ) ( )
j

f x t f t x   0
( ) ( )

j
j f

F t t x x    

Temporal function ( )
j

f t  
j

F
0

( )t t   

Spatial function ( )x  ( )
j

f
x x   

Magnitude 
j

F  
j

F  

Location 
j

x  
j

f
x  

generic force mode shape function 

0
( ) ( ) ( )

L
F

r j r j
x x x dx    

( )
F

r j
x = ( )

j
r f

x  

 
表 3 樑結構之典型感測器或結構響應運算符號[5] 

(a) 典型感測器 

Sensor 
Displacement 

sensor 
Accelerometer 

Rotational (slope) 

sensor 
PVDF sensor 

Location 
i

x  
i

d
x  

i
a

x  
i

x


 
1p i

x , 
2p i

x  

Measured quantity 

( ) [ ( , )]
j i

s x R w x t  
( )

i
d

w x  

2

2

( , )

ai
x x

w x t

t





 

( , )

i
x x

w x t

x







 

1 2

( , ) ( , )

p i p i

p

x x x x

w x t w x t
K

x x 

 


 

 
 
 

 

Sensing operator 

R  
1

di
x x

 

2

2
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x x

t





 

i
x xx







 

1 2p i p i

p

x x x x

K
x x 

 


 

 
 
 

 

Generic sensor 

mode shape 

function 
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r i r i
x R x   
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S

r i
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i
r d

x  ( )
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r i
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i
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i
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t

f (Hz)
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頻譜分析
f(t) 頻譜響應
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表 3 樑結構之典型感測器或結構響應運算符號[5] (續) 

(b) 典型的結構響應 

Response Slope (Strain) Moment Shear force Max. bending stress 

Location xi  i
x  

i
x  

i
x  

i
x  

Measured quantity 

( ) [ ( , )]
i i

s x R w x t  

( , )
( , )
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x x

w x t
x t
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( , )
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w x t
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w x t
V x t EI
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Response operator 
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x xx 




 

2

2

i
x x

EI
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3

3

i
x x

EI
x






 

2

2

i
x x

EZ
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Generic response 

mode shape 

function 

( ) [ ( )]
S

r i r i
x R x   

( )
S

r i
x = ( )

r i
x  ( )

S

r i
x = ( )

r i
EI x  ( )

S

r i
x = ( )

r i
EI x  ( )

S

r i
x = ( )

r i
EZ x  

Note: Z =距樑中性軸最遠的距離 

 

最後，依照上述流程可將系統的響應變數 ( , )s x t ，轉換

成以外力的模態振型函數及 PSD 函數的關係式，完整的

表示示如下： 

 

*

1 1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
j j

S S F F

ss r s r j s j r s f f

r= s=

S x x x x x H H S       

 



 (27) 

當 ix x 時，可得其響應變數 ( ) ( , )i is t s x t 的 PSD 函

數，如下： 
 

*

1 1

( ) ( , )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

i i

j j

s s ss i

S S F F

r i s i r j s j r s f f
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S S x
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 (28) 

經由平方平均根值計算，可得響應變數 ( ) ( , )i is t s x t 的

RMS 值，如下： 

2 2

,rms

1 1

*

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

i i

j j

i i s s

S S F F

r i s i r j s j

r= s=

r s f f

s s S d

x x x x

H H S d

 

   

   





 





 









 (29) 

且 

     
22 22 2

, rmsis i i i i
s s s s      (30) 

基於具有零平均值 [ ( )] 0
j j

f E f t  的白噪音激振

輸入源
0( )

j jf fS S  及具有低阻尼與分離模態特性的薄

樑之假設條件下，可簡化標準差的表示式，如下 

2
2 2 0

, 3

1

( ) ( )
2i

S F

s i rms r i r j

r= rr

S
s x x


  





        (31) 

若外力的平均值 0jf  時，可推導出響應變數

( ) ( , )i is t s x t 的平均值，如下： 

2

1

( ) ( )
S F

r i r j

i j

r= r

x x
s f

 





  (32) 

最後，關於響應變數 ( ) ( , )i is t s x t 的統計量值，其

中的平均值 is 及標準差
is ，可由高斯分佈函數或統計分

析中其他的機率分佈函數來計算得知，當結構受依隨機

外力負荷作用時，即可獲得有興趣之輸出響應，如位移、

力及應力之 PSD，由功率頻譜密度函數之特性，可求得

對應之 RMS 值，當平均值為零時，RMS 值也等於標準

差，配合高斯常態分佈函數之特性，即可由有興趣輸出

響應的 PSD 求得對應之標準差再配合三倍原則，則可

求得有興趣輸出響應範圍為正負 3 個標準差範圍，故可

得於隨機外力下之應力最大值與最小值之分佈狀態，此

結果即可用來作為評估結構響應的參考指標。 

 

3. ANSYS 頻譜響應分析 

本節將針對薄樑結構系統，分別以簡支樑及懸臂樑

為例，採用商用的 CAE 軟體進行頻譜響應分析，說明

其有限元素模型及頻譜響應分析時之相關的設定。 

 

3.1 有限元素模型 
採用 ANSYS 軟體，以有限元素分析法進行分析，

本分析採用二維樑元素(Beam3)來模擬此結構，進而建

構有限元素模型如圖 3，完整描述有限元素模型之四項

要素說明如下﹕ 

I. 元素形式: 採用二維樑元素(Beam3)，模擬簡

支樑及懸臂樑結構。 

II. 模型分割: 將模擬之樑結構，分割出 20 個元

素，21 個節點。 

III. 邊界條件 : 可將節點 1, 21 固定，故

𝑢1 = 𝑣1 =  0  (左端點固定 ) ，𝑢21 = 𝑣21 =

 0(右端固定)，亦即模擬簡支樑兩端點之固定

邊 界 條 件 ； 若僅 將 節點 1 固 定 ，即

𝑢1 = 𝑣1 = 𝜃𝑧 =  0 (左端點固定) ，即為模擬

懸臂樑左端之固定邊界條件。 
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IV. 負荷條件: 定義系統之外力輸入，在節點 3

施以如圖 4PSD 定義之外力負荷。 

 

 

 
(a)簡支樑 

 

 
(b)懸臂樑 

圖 3. 樑結構示意圖 

 

3.2 頻譜響應分析之設定選項 

以下針對頻譜響應分析所需的主要步驟說明如

下﹕ 

I. 進行模型之建構與參數設定 

II. 進行模態分析求解，得到模態振型與自然頻

率 

III. 頻譜分析時，需設定分析頻率範圍及輸入外

力負荷型式，例如白噪音(white noise)或任意

形式之隨機外力，圖 4 為白噪音及任意形式

之 PSD。 

IV. 進行頻譜響應分析求解，求得系統輸出參數

的頻率域響應及 PSD 函數 

V. 計算 PSD 得到有興趣之輸出 PSD 值 

 
(a) 白噪音功率頻譜 

 
(b) 任意形式功率頻譜 

圖 4. 隨機外力之功率頻譜(PSD)

 

4. 結果與討論 

4.1 簡支樑與懸臂樑之模態分析結果 

本文以簡支樑與懸臂樑結構為例，藉由上述所建構

的有限元素分析模型來進行模態分析，進而得到所需之

模態分析結果。圖 5 為簡支樑與懸臂樑前 5 個模態之模

態振型，分別觀察簡支樑與懸臂樑的自然頻率及所對應

的模態振型，可發現其振型及節點均與物理意義相符，

驗證了分析之正確性。此外，由模態分析的自然頻率及

模態振型結果，亦可提供給設計者避免因共振

(resonance)效應所產生的問題及結構補強的參考依據。 

 
(a) 簡支樑 

 

 
(b) 懸臂樑 

圖 5. 樑結構前 5 個模態之模態振型 

  

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
99

100

101
Sff

Frequency (Hz)

|G
ff

(f
)|
 (

N
2
/H

z
)

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

10
-10

Frequency (Hz)

|G
x
x
(f

)|
 (

m
2
/H

z
)

x,rms = 0.011942 (m)

x
a
,rms = 0.011986 (m)

 

 

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

10
0

Frequency (Hz)

|G
ft

ft
(f

)|
 (

N
2
/H

z
)

ft,rms = 382.1433 (N)

ft
a
,rms = 390.4476 (N)

 

 

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
10

10

Frequency (Hz)

|G
S

x
S

x
(f

)|
 (

(N
/m

2
)2

/H
z
)

sx,rms = 484143747.4173 (N/m2)
sx

a
,rms = 507051221.9134 (N/m2)

 

 

MATLAB

ANSYS

MATLAB

ANSYS

MATLAB

ANSYS

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
0

100

200

300
Sff

Frequency (Hz)

|G
ff

(f
)|
 (

N
2
/H

z
)

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
10

-15

10
-10

10
-5

Frequency (Hz)

|G
x
x
(f

)|
 (

m
2
/H

z
)

x,rms = 0.0039751 (m)
x

a
,rms = 0.003982 (m)

 

 

MATLAB

ANSYS

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
10

-5

10
0

10
5

Frequency (Hz)

|G
ft

ft
(f

)|
 (

N
2
/H

z
)

ft,rms = 423.8444 (N)

ft
a
,rms = 422.2513 (N)

 

 

MATLAB

ANSYS

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
10

0

10
10

10
20

Frequency (Hz)

|G
S

x
S

x
(f

)|
 (

(N
/m

2
)2

/H
z
)

sx,rms = 212292521.0806 (N/m2)

sx
a
,rms = 224017885.2558 (N/m2)

 

 

MATLAB

ANSYS



第二十七屆中華民國振動與噪音工程學術研討會 中原大學 中華民國一○八年六月二十二日 
The 27th National Conference on Sound and Vibration, Taoyuan City, June 22

th
, 2019. 

中華民國振動與噪音工程學會 
Chinese Society of Sound and Vibration 

 

4.2 簡支樑受白噪音頻譜之隨機外力激振 

考慮簡支樑結構承受以白噪音頻譜之外力負荷為

激振源作用時，分別採用數值解析及理論求解來進行結

構系統的頻譜響應分析。由圖 6 可觀察出其峰值之頻率

約為 31.947 Hz、127.78Hz、287.50 Hz 與採用數值解析

及理論求解模態分析所得之自然頻率結果有相對應性，

確認了分析結果的正確性。 

接著，分別比對輸出響應的位移、力及應力之 PSD

分析結果，圖 6 為簡支樑受白噪音之外力負荷時，其特

定輸出點的數值解析及理論求解之位移、力及應力 PSD

變化曲線比較，結果顯示數值解析及理論分析的響應功

率頻譜有良好的對應。 

 

 
(a) 白噪音功率頻譜 

 
(b) 簡支樑第 3 節點位移響應頻譜 

 
(c) 簡支樑第 1 節點反作用力響應頻譜 

 
(d) 簡支樑第 3 元素底部彎曲應力響應頻譜 

圖 6. 簡支樑受白噪音隨機外力激振之響應功率頻譜 

 
4.3 懸臂樑受任意頻譜之隨機外力激振 

考慮懸臂樑結構承受以任意隨機外力頻譜為外力

激振源作用時，分別採用數值解析及理論求解來進行結

構系統的頻譜響應分析。由圖 7 可觀察出其峰值之頻率

約為 4.89 Hz、30.62Hz、85.73 Hz、167.99Hz、277.70 Hz

與採用數值解析及理論求解模態分析所得之自然頻率

結果有相對應性，確認了分析結果的正確性。 

接著，分別比對輸出響應的位移、力及應力之 PSD

分析結果，圖 7 為懸臂樑受任意隨機外力之負荷時，其

特定輸出點的數值解析及理論求解之位移、力及應力

PSD 變化曲線比較，結果顯示數值解析及理論分析的響

應功率頻譜皆有良好的對應。

 

 

 
(a) 隨機外力功率頻譜 

 
(b) 懸臂樑第 3 節點位移響應頻譜 

 
(c) 懸臂樑第 1 節點反作用力響應頻譜 

 
(d) 懸臂樑第 3 元素底部彎曲應力響應頻譜 

圖 7. 懸臂樑受任意隨機外力激振之響應功率頻譜 

 

5. 結論 

本文探討薄樑在隨機振動的理論分析，分別以簡支

樑及懸臂樑為例，除了以 CAE 有限元素分析軟體求解

隨機激振之頻譜響應之外，也採用薄樑理論分析方式來

驗證數值分析的結果，結果顯示數值解析及理論分析有

良好的對應。藉由上述的分析可得到以下結論： 

I. 透過 CAE 有限元素分析軟體求解隨機激振

之頻譜響應的數值解析與理論分析結果的比

較驗證，顯示數值解析和理論分析結果兩者

有良好的對應，證明使用 CAE 軟體來進行頻

譜響應分析的可行性與正確性。 

II. 經由功率頻譜密度可推算求得平方平均根值

及標準差，基於常態分佈假設，即可取得各

種響應的最大及最小值。因此，免於求得系

統輸出的時間域響應，即可解讀系統響應之

特徵，可有效降低分析的困難度及時間。 

III. 由頻譜分析方法可得知如地震、風力、海洋

波動等不規則之外力激振之頻率域響應。 

IV. 所建立的頻譜分析方法可以應用到產品需要

評估隨機激振條件的實際工業產品模擬，本

文成果可推論 CAE 軟體可以應用到複雜結

構之頻譜響應分析。 
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ABSTRACT 

 
The structure subject to random excitation is a 

common issue, and spectrum response analysis is required 

to predict the system. This work will present the 

theoretical derivation of beam subject to a point force with 

random waveform. The spectrum response analysis on 

beam structures is shown. First, the input random 

waveform should be performed FFT to obtain power 

spectrum. The output response can be predicted in 

frequency domain analysis. The output power spectrum 

can then be obtained such as displacement, stress and 

reaction force. The RMS value and standard deviation can 

also be obtained from the power spectrum. Base on the 

assumption of normal distribution of random process, the 

maximum and minimum of output can be determined. 

Therefore, the time domain response can be interpreted 

without the detail time waveform response. The thin beam 

structure is considered to present the theoretical derivation 

of random vibration analysis. Both the simply supported 

beam and cantilever beam are, respectively, studied. The 

numerical solution via CAE software for spectrum 

response analysis is shown and verified by theoretical 

solution. Results show the good agreement between 

numerical and theoretical solutions. The developed 

methodology is useful for practical industrial product 

simulation requiring the evaluation of random excitation 

conditions. This work shows that spectrum response 

analysis can be carried out for complex structures in CAE 

software. 

Keywords: Random Excitation, Spectrum Response 

Analysis, Beam, Power Spectrum.  

 


